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TÁC GIÁ 
Phạm Quốc Phong 


Chương I HÀM SỐ 
§1. KHÁI NIỆM VÀ BÀI TOÁN CƠ BẢN 


Định nghĩa hàm số 

Cho 3 là một tập con khác ròng của tập các số thức R. 

® MóI hàm vỏ P vác định trên 3 là mọt quy tác cho ng mỗi phần tử ve 3 với 
mớt Và CÍH tmÓI xó tÍuec ve 

® 3 gọi là táp vác định (hay miên vác định ) của hàm số F. 
Phần tử xe Ð gọi là biến vỏ đóc lắp (hay biến vỏ, hay đối xở). Số thực y tương ứng 
với biển số x gọi là gió trợ của hàm và ƒ tại v, kí hiệu là f(x). 
Cách viết biểu thị hàm sổ trên : 

f:)-›»R 

x E›y=f(x) 

Tuy nhiên thường gọi tắt là hàm số 
y=f(x) hoặc hàm sổ f(x) 

Như vậy : Một hàm số được xác định 
nếu tạ biết được tập xác định 3 và quy 
tặc Y=Í(x) của hàm số. Hình ! 
Theo dịnh nghĩa đó : 

+) Trên 3%, không thể tồn tại x mà : Không tương ứng với bất cứ yc R hoặc tương 
ứng với nhiều hơn một y€ R. 

+) Trên tấp R : Tập hợp Y= {y€c Rly = f(x), xc3} là một tập con của R. (Không 
yêu cầu lấp đây R). Hiển nhiên Y z Ø. (h.l) 


Bởi toán ]. Tìm tập xác định của hàm số. 

® Ta thường gặp các hàm số có dạng y=f(x) trong đó f(x) là một biểu thức chứa 
biên x. Ta nói hàm số đó được cho bàng biểu thức. 

® Khi hàm số cho bảng biếu thức ta có qui ước : Nếu không nói gì thêm thì tập xác 
định của hàm số y = f(x) là tập hợp các giá trị của x để cho biểu thức f(x) có nghĩa. 

® Lưuý: y= đ†tx) có tập xác định '»={xeRlf(x) > 0] 


y= _ có tập xác định 3 = [xe RIf(x) z 0] 
f(x) 


Thí du I 
Tìm tập xác định của mỗi hàm số sau : 
+2 = 7x +13 5x+l3 
IWy=.S=, 2y=di-w, ®y====—, 4e —= 
2x —10 4x? -4x+3 da-x? 


Lời giải 
1) Hàn số xác định khi và chỉ khi 2x - 10z0<3x z5. 
Vậy hàm số có tập xác định là ®=RM Š| 


` 


2) Hàm số xác định khi và chỉ khi 3 x>0<>x< 3. 
Vậy hàm số có tập xác định là 35 =(_œ; 3| 
3) Hàm số xác định khi và chỉ khi 4x`- 4x+3z0<>(2x I)+2z0<»›cÑR 
Vậy hàm số có tập xác định là R. 
4) Hàm số xác định khi và chỉ khi 4  xÌ>0<>xÌ<4 
c>lxl<2<»-2<x<2 
Vậy hàm số có tập xác định là % = (-2 ; 2). 


Thí dụ 2 
Tìm tập xác định của mỗi hàm số sau : 
I)y= 5x” ~2x +3, 2) y XI. 
x"=l 
y„y- t` cà Ýx” ~l6 
li TP b YF Is~xI+x—§ 


Lời giải 

1) Hàm số xác định khi và chỉ khi 5x” - 2x + 3>0<+4x`+(x- I)+2>0 
<+ x€R -=› Vậy hàm số có tập xác định là R. 

x>0 l >0 


2) Hàm số xác định khi và chỉ khi ‹> 
x'-Iz0_ |x##l 


Vậy hàm số có tập xác định là ® =[xeRlx > 0, x z 1} (đo x > 0) 


2 


5 ẽ. 
3) Hàm số xác định khi và chỉ khi x”-lxI + l #0<+> ['-'-,) + 4 z0<»›»cIR. 


Vậy hàm số có tập xác định là R. 
?_16> 
4) Hàm số xác định khi và chỉ khi j“ —!630 
Ix-5l+x-5#0 
x<-4 x<-“4 
‹» 4|x>4 «»>4|x>4 c>»x»>5. 
l5-x#5-—x 5-x<0 
Vậy hàm số có tập xác định là Ð=(5; +œ). 
s lal+ta#0«> lal+a>0 @&a>0 
St: (24 có 6ốgáôá¿ |* lalta=0 © a<0 


® Không tồn tại a thoả mãn la |+a <0 


Thí dụ 3 
Tìm tập xác định của môi hàm số <au 


[ - › 
Iy=dx—2Vx—1. 2)y=vlx~2l+3x —xŸ —I 
3) y= È 4)ÿ=2x —3x2 —I 

vù2x - 4x” -3_ 

Lửä giải 


L) Viết lại: y=vJx—2Ýk—L=@—D—2 4k =1 kỉ =J(VxX—1—UDÊ =[Ä=1—HH 
Hàm số xác định khi và chỉ khi x-1>0 << x>]. 
Vậy hàm số có tập xác định là *S=[l; +) 

2) Hàm số xác định khi và chỉ khi k-2H-3x—x`—I>0 


M lọc sảh 
xin TẾ si 2) >0 x-2SI 
©° 
x<2 x<2 
2- @x=ĐỶ >0 Ix-II<⁄2 
1 


= J2<x<3. 


x<2 
Mu 
ly» 
I-j2<x<2 


".- 
3) Hàm số xác định khi và chỉ khi 12x - 4x?- 9 > 0 © -(2x — 3)?> 0 


I 
‹>xcØ Vậy hàm số y=————————— không tồn tại. 
vh2x - 4x?-0 
4) Hàm số xác định khi và chỉ khi 2x - 3x”— I>0 © -2x”- (x - I)*>0 


<>xeØ. Vay hàm số y=x2x~ 3x” —] không tồn tại. 


<» c> 


Thí dụ 4 


Từ tạp sóc định cầu làm sổ: y<, XP cái x5£—  72— 
l x?—x+2 


Là giải 
Hàm số xác định khi và chỉ khi nhe >0 
x.-x+ 
3x?—x+2)+3x+2 


x°—x+2 


3x+2 
?_—x+2 


320 + 04[3+ )>92z.++ >0 


=. Xi t6 ¿ọ c>xeR. 


x-.|+- 
2]*: 


Vậy hàm số đã cho có tập xác định là R. 


_ Thí dụ5 - 
Tìm m để mỗi hàm số sau xác định trên 3 = (I; 3] : 


= b) y =V3+2lmlx - m”x? 


a)y= * 
? x-2m 


a) Ta có x-2m=0 c2 x=2m. Bởi vậy : 3 là tập xác định của hàm số 
2m<I l 3 
<©> m< - hoặc m > —. 
2m >3 2 2 
b) Ta có 3 + 2lmlx - m'xÌ>0 c©+ 4 - (lmlx - I}>0 c> (imlx- I)<2 
€» -2 < llmlx - II< 2<» -I < lImlx < 3 (1) 
Trường hợp Ì: m =0 ta có (Ú)  —I <0x <3 >xeR 
=> m =0 là một giá trị phải tìm. (2) 
3 


Trường hợp 2 : m z0 ta có (Ï) ,=.. —=¿„ 
Iml Iml 


<©>2me(l; 3| °[ 


3 
Do~r-- <l, Vm # 0 nén hàm số xác định trên Ð <> " khlosove 1.3) 
m m 


Từ (2), (3) suy ra giá trị phải tìm của m là ImÍ < I 


Thí dụ 6 


2 
Tim m để hàm s-j# -tm+2jx+l~TT— có tập xác định là R 


=2) - m(m +2) 


m? 
Ta có x°-(m+2)x + l— ÁÍ-- 
4 2 2 


2 
Hàm số xác định trên R khi và chỉ khi x`-(m+2)x+l- ca >0, 7x€È. 


S0 +) „0 có s(m+2)<0ca(@n+ T< Í cằm + lÍ Í 


«>-l <Xm+ <1 <2 -2<m<0. Vậy giá trị phải tìm của m là—2 < m < 0. 


Bồi toón 2. Khảo sát sự biến thiên của hàm số 


1. Định nghĩa 

Cho hàm số y = f(x) xác định trên khoảng (a; b)— R 

® Hàm xố f(v) gọi là đồng biến (hay tăng) trên khoảng (da; b) nếu với mi 3v, và 
x; thuộc (a; b): x,<x; => f(x,) < f(x;). 

® Hàm xố ƒ(v) gọi là nghịch biến (hay giảm) trên khoảng (d; b) mẻa với nuôi Kị 
và x. thuộc (a; b): X;< x; => Í(x,) > f(x›). 


§ 


Chú ý E : Có những hàm số không đồng biến, cũng không nghịch biến trên khoảng 
(a; b). Ta gọi nó là hàm số khong đổi trên khoảng ây 
f(x,) =f(x,) _ 


Chú ý 2: Rõ ràng "x<x. ›Í(x }<fÍ(x.)”<› 0. 
KiS~Xy 
f(x , ) - Ít 
 x<x. zÍ(Xx,}>f(x:)”<> Xã? lào TT] 
Xs—Ky 
Bạn vậy - 
: f(x;)— Í 
# f(x) đồng hiến trên (a: bị € š VXx,, x‹c (à; b) : X.Z X., CD 2đ 
X;T—Xụ 
f(x;) - f(x,) 


* f(x) nghịch biến trên (a: b) c> VX¿, x;c (ai b):X.#Xs 


2. Dang điệu của đó thị của hàm số đồng biến, nghịch biến 

*) Xem hàm xó đồng biển trên trên khoảng (d; bì đỏ thị của nó là một đường liền 
wét đị lén (kể từ trái sang phải) 

*) Mềm hàm số ngítchỉ biến trên trên khoang (tá: b) đó th của nó là một đường 
liềm nét đÍL vướng (kể từ trái sàng phải). 

*) Đồ thị ñẻm không đối là đường thẳng song song với trục hoành. 


3. Khảo sát sư biến thiên của hàm số 

Khảo xát sư biến thiên của hàm số là chỉ ra hàm số đóng biển trên khoảng nào, 
nphich biển trên khoảng nào, không đổi trên khoảng nào, trong khoảng xác định. 

Đối với hàm số cho bảng biểu thức, việc khảo sát sự biến thiến có thể trình bày 
theo hai cách sau : 

Cách ! : Dựa vào định nghĩa. 

Các:  : Dựa vào chú ý 2 ở trên 

Thường kết quả khao sát được phí lại bằng cách lập bảng gọi là bảng biển thiên 


của hàm xó. 
| Thí dụ 7 
Khảo sát su ˆn thiển của hàm xổ y=Í(x)=2x+ Ýx 
Lời giải 
Tập xác đỉnh : ®S={0: +z›). 


Với mọi x,. x.C 3: x,ZX- ta CÓ : 


f(x.)-f(x,)=2(x.-xj)# (XS; —JXị =2, x)#-/ Ẻ * 
h ý: tử< 
f(x;)=fŒ,) _„ I = 
SA dai. 


=> Í(x)=2x+vÍx là hàm số đồng biến trên Ð 
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_ Thí dụ8 - 
Khảo sát sự biến thiên của hàm số : y = Í(x) =7 - 5x + 3x”- x” 


Lời giải 
Tập xác định R. 
Với mọi x,, x;€R: x,#x› ta CÓ : 
f(x;) - f&)= -5(x:— xị) #3(Xj — Xị )—(X)—Xj) 
=(x;- X))[—5 + 3(x;+ X,) —(X) +X;X¡+X; )| 
=-20 —xj)[I#x? +x7 +(x;+x,~3)”] 
£ fŒx;)-fŒ,) _ 
X;ạTXị 
œ f@¿)=fŒ)) 


Xz—Xy 
=> Hàm số nghịch biến trên R. 


-an +X) #+X/ +(x;+x,—3)”]<0 


<0 với mọi x,, x:€R : x,#x; 


Thí dụ 9 
Khảo sát sự biến thiên của hàm số y-Tø=*^ 
— 


Lời giải 
Viô Mi (0102 80=5“Ẻ qn——— 
x-—l x-—l 
Tập xác định 3=(-œ; I}(1;+e) 
I 
x;—Ì 
~t 


Với mọi xạ, x;€3: x, # x; ta có f(x:)-f(X,) = 
Xã 


© ft) Xi—X; = f(x;)—f(x¡) 


VY G, x;y-I<0 
s Với mọi xạ, xy€(—œ; Ì) => 0S 0A -Tp9 


2 
¬l 0= f(x;)- f0) 0 
(x; —1X%;, —l) Xạ Ty 
= f(x) nghịch biến trên khoảng (—œ; l) 


ki xạ-l>0 

® Với mọi xạ, x;€(l; +œo) © =^3(x:- I)x,-I)>0 
xạ-lI>0 
¬I is f&x;)-fŒ) o 

(x; -1X%x¡ —l) X;—XỊ 
= ((x) nghịch biến trên khoảng (Ï; +œ) 
Vậy hàm số luôn nghịch biến trên ứng khoảng xác định của nó. 
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(xạ—1⁄& =1) xạ—x. — (Œạ=l@—Ù) 


() 


€G) 


Bỏi toán 3. Tính chăn—lẻ của hàm số 
1) Định nghĩa 


Cho hàm số y = f(x) xác định trên 3 


xe 
f(-x)=f(x) 
xe» 
f(-x)= -fÍ(x) 


® f(x) gọi là hàm số chắn nếu với mọi xe 3 ta có | 
® Ecx) gọi là hầm số lẻ nếu với mọi xe 9 ta có | 


Chủ ý ƒ Có những hàm số không chắn, cũng không lẻ. 
2) Đáng điều của đỏ thị của hàm số chắn, hàm số lẻ. 
DỊNH LY : 
+ Hàm vỏ chân thì có đỏ thị nhàn trục tưng làm trục đổi vững. 
* iàm xô lẻ thì có đỗ thị nhận gốc toạ độ làm tâm đối vững 


Thí dụ 10 
Xét tỉnh chấn lẻ của mỗi hàm số sau : 


_8Jy=fxi=xÍ+l, bị y=fe)=vl+x-vÌ<x e)\y=vi+x 


Lời giải 


#) Tập xác định R. 
Rõ ràng với mọi xeR ta có -xeR và f(-x) =(-x)*+ I=x'+ =f(x) 
=> y=f(x) là hàm số chẩn. 
b) Tập xác định ®=[-l; I]. 
Rõ ràng với mọi x€3 ta có -x€3 và f(-x)=VI—x Mi+x= f(x) 
=> y = f(x) là hàm số lẻ. 
©) Tập xác định 3=[-l; +). 
Ta có x,=2c3 nhưng -x,=-2£ 3 = y=f(x) hàm số không chắn, cũng không lẻ. 


Thí dụ I1 
Xét tính chẩn-lẻ và sự biến thiên của mỗi hàm số sau : 
a)y =Í(X) =xÌ+x, — b) y =f(x) =x'+ I 


Lời giải 
4) Tập xác định R 
Rõ ràng với mọi xe ta có -x€3 và f(-x)=(-x)`~3(-x) =-f(x) 
=> y = f(x) là hàm số lẻ. 
Với mọi x¡, x;€R: X,#x› ta có : 
f(x;) ~ f%i) =(x) Tx}) + (@¿~— X) =(X;T X)(X) + xzx, + xÈ + 1) 
f(x;)—f(xị) 
cỹ SA SẺ S9, 
X;—X 


› ? 
=X;+Xx,tXj+Ï 


f(x,)—f 3. 8#. 3 
ca 0= TU SH +x,}P txỆ +x) +2] >0 
X;T—Xị 2 í Ý 
=> Hàm số đồng biến trên R. 
(Đồ thị nhận trục gốc toạ độ O làm tâm đối xứng. Dáng điệu đồ thị như hình 2. Í ). 


Hình 2 † Hình 22 


b) Tập xác định R 
Rõ ràng vớt mọi xe ta có -x€ và f(-x)=(-x)`+l=f(x) 
=> y=f(x) là hàm số chắn. 
Với mọi x,, x;cRÑ: x,Zx; ta CÓ : 


ñxö -sj= x3-xÃi¬bv-xö,£xj)= k= TH Gy, 
Xa —XỊ 
Với mọi x›, x,€(—œ; ()) ta có x;+ x,<0 2 Tu I= ThỦ <0 
X;—Xị 


=> f(x) nghịch biến trên khoảng (—œ; 0) 
fŒx;)= XI) so 
Xa—Ki 


Với mọi x;, x,€(Ú; +) ta có X;+ x,>Ú => 


=> f(x) đồng biến trên khoảng (0; +œo) 
(Đồ thị nhận trục Oy làm trục đối xứng. Dáng điệu đồ thị như hình 2.2. 


_ Thí dụ 12 - œ xác 
Xác định m để đồ thị hàm số y = f(x) = mx + (m ~ I)x`+2\Ïx” —I có trực đối 
_xứng là Oy. 


e Điều kiện cần : Ta có f(L) = 2m - I,f(—1) = -1. Điều kiện cần để f(x) à hàm 
số chắn là f(I) = f(—l) <» 2m — l = —l €»> m = 0. 

© Điều kiện đủ : Với m = 0, hàm số trở thành y = f(x) = -x`+2jx? ~I 

Tập xác định : Ð5=(-ø; - l) t2 (l; +) 

Rõ ràng với mọi xe => —x€Ð và Í(—x) = f(x) => y = f(x) là hàm số chi 

=> Đỏ thị nhận Oy làm trục đối xứng. 

Vậy m =0 là giá trị duy nhất thoả mãn yêu cầu bài toán. 
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Thí dụ 13 
Cho f(x) là hàm số có tấp xác định trên 3 thoả mãn x‹ 3 thì xe 
Chứng mình răng 
a) Tön tại các hàm số h(x) là hàm số chân, g(x) là hàm số lẻ sao cho 
f(x) = h(x) + ø(x). 
b) Cách phán tích f(x) = h(x) + g(x) ở câu a) là duy nhất. 


Lời giải 


a) Với mọi fQx) tà có : ÍS) = 2 [ffx) + 5+2 f6) í( x)|.. 


I I 
Gọi h(x) = - [ftx) + ft x)l, g&) = - ) f( x)| 


DĐ dàng thấy h(x) là hầm chân, còn g(x) là hầm lẻ và f(x) = h(x) + g(x) (đpcm) 
b) Giá sử có cấp h(x), g'(x) thoả mãn yêu cầu bài toán, tức là f(x) = h{(x) + g(x) 
trong đó h(X) chân, #'(x) lẻ 
Tạ có Í(x)=h(Cx) + gCx) =h(x) - g(x). 


Mu Si 
h{(x) Lg(x) - fx) HH 2i t£(- x] 


Xét hệ 
h(x) g) Í( x) 


: 1, 
g@œ) gi fC x)| 


h(x)- h(x) h 4 SẼ Ầ 
› Vậy cách phân tích nói ở câu a) là duy nhất. (xen). 


#(x)= g(X)” 
Í Thí dụ 14 
Cho a, b là các số thực cho trước. Xác định tất cả các hàm số f(x) thoả mãn môi 
một tính chất sau đây : 
1) f(a - x) = f(x), với mọi xcR. 
2)f(i— x) + f(x) = b, với mọi xc 8. 
Lời giải 
Đặt x=^ tutcR Suy ra I= È_xvàa-x= ` +L. Ta có 
: 2 2 bQ 


L)f(a-x)=f(x), VxcR <2 'ÿ nÌ~ -t|,VteR % 


Đặt g0=[Š h Ì khi đó (*) <-> g(1)=g(), VicR <3 g(0) là hàm số chẩn trên R. 


= với #(x) là một hàm số chăn tuỳ ý xác định trên R. 


Vậy teo=g|s 


3)f(A x)#f(x) =b,VxcR c3 lh đ sên. IF tÌ,VtícR. (Œ) 
2 5" lÐ 
Đặth()=f R + \ : khi đó (**) <3 h()=- h(_0), VtcR <3 hít) là hàm số lẻ trên R. 


I3 


a 


Vậy f(x)=h 


M ; với g(x) là một hàm số chẵn tuỳ ý xác định trên R. 
Bởi toón 4. Số đỏ thị đi qua một điểm 
Bòi toóán 
Cho họ đồ thị (é„ ) : y=f(m, x) phụ thuộc tham số m. 
Tìm quỹ tích những điểm trong mặt phẳng toạ độ có đúng k đồ thị của họ ( ế„) 
đi qua. 


CÁCH GIẢI 
e- Gọi M(xạ; yạ) là một điểm bất kỳ trong mặt phẳng. 
Xem yạ =f(m; xạ) (*) là phương trình với ẩn là m. 
Rõ ràng số nghiệm của phương trình (*) bằng đúng số đồ thị của họ (ý,„) đi 
qua điểm M. 
s M là điểm có đúng k đồ thị của họ (#„ ) đi qua khi và chỉ khi phương trình (*) 
có đúng k nghiệm phân biệt. 
Đặc biệt : 
+ Phương trình (*) nghiệm đúng Vm, khi đó điểm M được gọi là £m" cố 
định của họ đồ thị ( é„ ). 
+ Phương trình (*) vô nghiệm, khi đó điểm M được gọi là đớn trú hay là 
điểm không bao giờ đi qua) của họ đồ thị (Ý„„ ) 


1. Điểm cố định củ họ đồ thị 

Thí dụ 15 va R Ging~? 

Thai dđiểm cổ đuấy của họ đề đủ (2, ) 62 ???^“2 web q) 
x=m * 


Lời giải 
Điều kiện xzm 
Viết lại (1) => xÌ+ mx - 2= y(x - m) «©>(x+y)m+x`~ xy~2=0 (2) 
e (x; y) là điểm cố định của họ (Ý„) _<» Phương trình (2) nghiệm với mọ: m 
x†y=0 .n 2£ =ty==U 
x'. =1 (x=-l;y =l) 


x'-xy-2=0 
Để ý:mzx -> mz tl s 
Vậy khi m thay đổi, m # +1, họ đồ thị („ ) luôn đi qua hai điểm cš định 
A(I; =1) và B(--I: I) 
Bạn cần biết thém : Khi m = Ì, đồ thị (€, ) đi qua B, không đi qua A. 


Khi m = -I, đồ thị (ý, ) di qua A, không di qua B. 


[ 


Thí đu 16 
ìm điểm cổ định của họ đồ thị (ế,,):y =xÌ#£(m #Ìml)x` 4x — 4(m + Iml) 
Lời giải 
Tập xác định R. 
Đặt t = (m + Iml), hàm số trở thành y =x `#1x” 4x 4t 
<»sy=(xÌL #t+x ` 4e» (x  410+x) 4x y=0 () 
® (x: y) là điểm cố định của (É,„ ) ©> Phương trình (L) nghiệm VI 
4:0 (x- 2;y =0) 
\ «3? 
x 4x y0 (x 2;:y - 0) 
Vậy khi m thay đổi, họ đồ thị (€„„) luôn đi qua 2 điểm cố định là A(2; 0) và 
B(-2; 0). 
| Thí du 17 
Cho họ đồ thí (Ý„):y =(m+2)x `” 2(m 4)x 15. (1 
a) Tìm điểm cố định của họ đỏ thị. 
b) Viết phương trình đường thắng đi qua các điểm cố định ấy. 


<> (x.y) là nghiệm của 


Lời giải 
a) Tập xác định R. 
Viết lại (1) c> mx(x - 2) + 2x)+ 8x- IŠ5-y=0 
Toa độ điểm cố định là nghiệm của hệ : 
xx- 2)—0 b. x(x-2)--0 
2x tÑ#x-15-y U x(x-2)!I2x- l5-y- 0 
x- 0hoặc x- 2 (x= Ú;y - -IŠ5) 
= = h 
y=l12x-15S (2) (x=2;y =9) 
Vậy tập hợp các điểm cô định của họ (é„) póm hai điểm là A(0: - 15) và 
B(2; 9). 
b)Toa độ hai điểm A và B đều là nghiệm của phương trình (2) nên phương trình 
(2):y=l12x 15 là phương trình đường thắng phải tìm. 


Lời bình 
(Xo; Yọ) ng cm y,=fm, xạ) (Š) tới mọi m Hy ra (Xu: Ya) ất ngIiệm (*) với những 
giả !rị riÊng của Hì 
Đá là cơ sở để tạ trình bày lời giải bài toán theo theo điều kiện cần và đủ nÍu vàu - 
® Điều kiến cán : y =(m £ 2)x` 2(m- 4)x— 15 
+ khi m = -2, phương trình (1) trở thành y = 12x - 1Š 
+ Khim=_ 1. phương trình (1) trở thành y =xÌ+ 10x — 15. 
2x /=l2x —- —_ = 
y l2x l§ : dc l 12x — 15 HIẾP 1S 


Tá có hệ 4 ˆ 
yx +l0x Xx -23x=U 


x=ÚUVvx=-2 


|lx 0y 15) 
‹<» 
|&x- 2y- 9 
® Điển kiện đâu : Thay (x=Œ, y= 1Š) sẽ có (l) <>Ú m=9. đúng Vm 
Tương tự cặp (x=l; y=9) cũng nghiêm phương trình (Í) Vm. 
Vậy (0: - 15) và (2: 9) là hai điểm cố định duy nhất của họ ( ý „ ). 


Thí dụ 18 
Chứng minh đồ thị hàm số sau có 3 điểm cố định thắng hàng 
(„):y=(m+ l)x` 3m +I)x`- 6m I)x+#m. nh () 


Lời giải 
Viết lại (1) <»> m(x` 3x ` 6x+§)+x` 3x Ì+6x y=0 
: : ` 3x) @6xt8 0 
Toa độ điểm cố định là nghiệm của hệ le: _ : 
Ề x 3x ltốx y 0Ú 
x` 3x ` 6x18 0Ú ‹|J# IXxt2Xx 4) 0 @) 
(x` 3x) 6xL8)ll2x 8 y0 y 12x 8 @) 


Thấy rằng hệ (2). (3) có 3 nghiệm phân biết, ứng với x=l,x= 2. x=4. 


“ 


> Họ đồ thị có 3 điểm cố định 4) 
Phương trình (2) chứng tỏ cả 3 điểm cố định ấy đều thuộc đường tháng 
y=l2x &. (%5) 


Từ (4). (5) kết luận khi m thay đổi, họ đồ thí ( ý „. ) luôn có 3 điểm cố định thẳng 
hàng. (đpcm) 


2. Điểm trónh của họ đồ thị 


Thí dụ 19 Ị 

Tìm điểm tránh của họ đồ thị (2,„) : y = “=5 () 
Lời giải 

Viết lại (Ï) >mx 4=y(x m)c>(x+ ym = 1+ xy ^ 


KŒx: y) là điểm tránh của họ đỏ thị ( 1„,) khi và chỉ khi phương trình (2) vò 
ly 0 x ' h 
nghiệm đối với m < › ^ Sỹ ‹» v 9 ‹» \ 5 
4Iixyz0 4 xz0 xz!2 
Vậy tận hợp các điểm điển tránh của họ đồ thị ( 9„) là phần còn lại dường thẳng 
(A)y= x sau khi đã bỏ đi hai điểm A( 2:2), B2; 2) 


| Thí dụ 20". 
Tìm trên trục hoành các ¿li trinh của họ parabol 
| _t®%):y=(m 2x` (2m II)x 3(m + 5). @) 


l6 


Lời giải 
Viết lai (Ï)c» y=m(x 2x 3) 2x £lIx 15 
Gai K(a; Ö) là một điểm trên trục Ox. K là là điểm tránh của họ parabol (23„) < > 
Phương trình mai 24 3) 2á `3 la S20 vớ moim 
q Jj\“. 3 0 (nu tl(a 3) Ú 


«z “» c›a+*+l-0<c»a }, 
"3 


23a- lla†lSzÐ (am 3S  2a)- 0 
Vy K<( 1,0) là 6 trônh duy nhất của họ parabol (2®) trên trục Ox. 
Thí du 21 (55) 


Ác KÍ SA vô Ẻ 2x` t(m-2)x 
nh chém tránh của họ do thị ( 44): y= 


x x~-l 
Lười giai 
: 3x t(m2)x ca St: xe 
Xét phương trình y= với ăn là m. (1) 


xi1 
Ktx: y) là đ?ờn tránh của họ đố thị (2X„) khí và chỉ khí phương trình (l) vỏ 
nghiêm đöi với m. 
Trường hợp Ở - Phương trình (L) vỏ nghiệm < > x- =0 c3 x=l s 
3 Đường thắng (Á,) : x=- L là một tập hợp cần tìm của K. (2) 
Trường hớp 3x 120<>x£]l. 
Viết lai (Ï) > y(x l)=2xÌ+(m-2)x ‹>mx+2x` 2x y(x l)=0 @®) 
x=0 x=0 
` =. 
2x - 2x y(x I)z0 yz0 
<3» Đường thẳng (Á.) : x=0 trừ gốc toa độ O(Œ: 0) là một tập hợp cần tìm của K. (4) 
Từ (2), (4) két luận : Tập hợp các diểm điểm tránh của họ đồ thị ( ⁄,„) là đường 
thẳng (A,) và (A.) trừ điểm O(0; 0). 


Phươg trình (3) vô nghiệm < > 


BÀI TẬP 
Bài Í_ Tìm tập xác định của môi hàm số sau - 
X x+5S 2x+3 
l)y= š 2)y=2 1x, 3)y= - . đìy= 
x1 ` x-x+3 vo 4x` 
Bài 3. Tim tập xác định của môi hàm số sau : 
¡PA GNH #l 
Đy=Ÿ13x` 2x (L., 2) = ` 
x4 
xÌt2x wx -_9 
3) y=, . 4ì v= 
x tx1l Ix- 2I-x+2 


Bài 4. Tìm tập xác định của mỗi hàm SỐ sâu - 
f)y=dx r2 -J&* CŨ. cảm AC AI 


I 
3) yz — 


Bãi 5-Tìm lập xấc định của lămsÑ fs===—— =4. 
Ix +2x-3l13-2x-x 


Bài 6. Tìm tập xác định của hàm số : y=,|3x` - 6x ‡ 5 + = và 
x -3x$4 
Bài 7. Tìm m để mỗi hàm số sau đều xác định trên D={ I; 2) : 
đifc=— —, b) y=vl6mx —mˆx —5 
x+3m 


Bài 8. Khảo sát sự biến thiên của hàm số y=f(x}= : 
x 
Bài 9. Xét tính chẩn- lẻ và sự biến thiên của mỗi hầm số sau : 
a) y=f(x)= = : b)y=f(x=ÝI—x- Ÿl+x 
—X 


Bài 10. Xác định m để đồ thị hàm số y= Í(x) = x`+ (m”- l)xÌ+ m - I có tâm đối 
xứng là gốc toạ độ. 
Bài 11. Những điểm nào trên đường thẳng x=l là điểm tránh của đỏ thị 
3m † I)x - m` ‡ 
So: m † l)x -m +m (Đ6? 
x‡m 


Bài 12. Tìm trên (Ø) : y=x` các điểm tránh của đỏ thị 
y=2x`- 3(m + 3)xÌ+ I8mx - 8 (Đ28) 


§2 HẦM SỐ BẬC HAI 
1. KIẾN THỨC CƠ BẢN 
1. Định nghĩa 
Hàm số bác hai là hàm số có dụng y=ax`+bx+c trong đó a, b, © là các hằng sở 


và a #0. 


2. Đồ thị hòm số y=ax?+bx+c. 
Viết lại y=ax` + bx .e=as + Si _ 
2a} 4a 


~> Hàm số có dạng y = a(x - p) + q 
với p=— _ „q=- Š 
2a 4a 
Rõ ràng ta sẽ thu được đỏ thị (Ø) : 
y = a(x - p} + q bằng cách tịnh tiến 
đồ thị parabol (#;) : w- ax” liên tiếp hai 
lần như sau : 
~ Lăn T: Tình tiến (đ;) sang phải p 
đơn vị nếu p>0, sang trái lpÍ đơn vị 
nếu p< 0 sẽ có đồ thị (?,): y=a(x-p)` 
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Hinh 3 


lần 2: 


Tĩmh tiến (?,) lên trên q đơn vị nếu q > Ú, xuống dưới lại đơn vị nếu 
q<0 sẽ có đồ thị (Ø3: y = a(x — p)Ì+ phay là y = ax + bx +. 
Điều này khẳng định : 
« Đồ thị (23 của hàm số y=ax +bx+£c là một đường parabol giống hét parabol 
... b, Ä `. b 
(1: ax,có dính : ï ), trục đổi xứng x= và bé löm hướng lên 
“a h) “a 
trên khi a>0. xuống đưới khi a < Ú) (“ 
3 Sự biến thiên của hàm số y=dx?+bx+c 


Từ đồ thí của hàm bạc hai, ta suy ra bảng biển thiên sau: 


| b 
a>0 |x # 2a + 
| 3i 
| + J3 
} 
A 
ˆ 
k | _ đa 
ä | œ ° +œ 
a<0|x 2a 
r3 “ị 
ý Ÿ đa 
ˆ 
+ ~ +œ 


® Khi a >0, hàm số nghịch biển trén khoảng (%;- h ), đồng biến trên 
a 


khox¿ng 


Tố MỐI vv: 
s† x| và có giá trị nhỏ nhất là khi x=—— 


2a 4a 2a 


: : b Ề 
® Khi a > 0. hàm số đồng biến trên khoảng (—œ‡~= 2a)" nghịch biến trên 
a 


khodine | —‡£+ ~| và có giá trí lớn nhất là K> khi x=— ` £ 


2a a 2a 
Chủ ý 1. Cách vẽ parabol 
® Xác định dính parabol 
® Xác định trục đối xứng và hướng bề lõm của parabol. 
® Xác định một số điểm cụ thể của parabol (chẳng hạn, giao của parabol với các 
truc toa độ và các điểm đối xứng với chúng qua trục đối xứng. 
Chú ý 2. Bạn đề đàng kiểm nghiệm các kết quả sau : 
® Phương trình parabol có đỉnh đặt trên đường thẳng y=ƒ| có dạng 
f(x)=m(x -a)*+Í\ (mz0) h.4.1) 
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' xa Biệt : 
Phương trình parabol có đỉnh đặt tại I(œ; ) có dạng 
f(x) =m(x-œ)`+j` (mz0) (h.4.1) 
® Phương trình parabol đi qua hai điểm A(x,; y). B((xạ: ys) thuộc đường thẳng 
y = px + q có dạng 
f(x) = m(x — xạ)(X - Xạ) + px + q (mz0) (h.4.2) 
Sạc Buạt : 
Phương trình parabol đi qua hai điểm có tung độ bằng nhau : A(œ; y). B((J; y) có 
dạng 


f(x) =m(x - œ)(x - `) + y (mz0) (h. 4.3) 


Hình 4 1 Hình 4.2 Hình 4 ‡ 


Bồi toón 1. Khảo sát sự biến thiên và vẽ đô thị hàm số 
y=ax'+ bx+c. 


Thí dụ I l = - =1 
Khảo sát và vẽ đồ thị hàm số y = xÌ- 3x - 4. _ . _. 
Lời giải 

se Tập xác định R 
e Sự biến thiên : 
5 n 
Tả pba= À0, =U 2, — 2.” sayg600 Nhmsly ma 3x- 4là 
2a 2 4a 4+ 


parabol có đỉnh | 2 X) „ nhận đường thẳng xã làm tâm đối xứng và bẻ löm 
hướng lên trên. 


dị —. n 
Suy ra : Hàm số nghịch biến trên khoảng, [-~ 2) tôm biến trên khoảng 


Bảng biến thiên 


ị X Ị œ : +ơ› 
| | 2 

| |l+z +) 
| " : 28 . 

| 14 


KG CÀ Và TẺ 2 mm. 
Giá trị nhỏ nhất bằng PS đạt được khi x= .” 


s Đóthi 
Mớội số điểm khác thuộc đồ thị 


 : 


“Nối” các điểm đó lại tà được parabol như hình dưới 
đây (h. 5) 


Hình S 


Í Thí dụ 2 ¬——..ẻ zc.. 
- 1 
x +—,nếu x<—— 
Khảo sát và vẽ đồ thị hàm số y = F(x) = rZ _ 
2x`‡x LÄ nến x> S2 


Lời giải 


3 
® Xét hàm số Í,(x) = -x ! 5 trên khoảng :Ð,= 


Ầ 
-9G;——|. 
2 
Đó là hàm số bậc nhất có a = - I <0 => y=f,(x) nghịch biến trên ØÐ,. 
Tại x= - ` ({;]*2zns=; +löÌ= 
2 2 2 \2 


Đồ thị là đường thẳng di qua hai điểm A| c ; g HH: ) 
X : I 
® Xét hàm số Í.(x)=-2x”+x+ 5 trên khoảng n=| = sa] 
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5 ` z Ẫ 3 
Tacó a= 2<0, ` § Ề - Vậy đồ thị hàm số Í{x)= 2x + + 
2a 4 4a 8 2 


là parabol có đỉnh liệt nhận đường thẳng x=. làm tâm đối xứng và bẻ lõm 
hướng xuống dưới. 


h „ nghịch biến trên khoang 


Suy ra : Hàm số y= f.(x) đồng biến trên khoảng 


l 'x} 


Bàng biến thiên 


Đồ thị (h. 7) 


Trên hình về : 
e Nét liền- đậm là đồ 
thị hàm số y = F(v) f(x)= 
`® Nét đứt-miinh 
là phần của y = ƒ,(x) 
và y = s(x) không thuộc 
đồ thị y=F(v). 
Lời giải để lại vết phần 
này để bạn dễ theo dõi. 


Hình 6 


Chú ý : Khi vẽ đồ thị, nếu không yêu cầu hệ trục toạ độ frực: chuẩn, thì đem vị độ 
dài trên hai trục không nhất thiết phải càng một tỉ lệ xích. 


Thí dụ 3 x 
Khảo sát và vẽ đồ thị hàm số F(x) = xÌ- 2x + 4x” —12x +9 () 


:22 


L8 giải 


Viết lại ()£>EF(@x)=x” 3X+ (x3) °c> y=x) 2x+l2x 31 


& 3 
x_ 4x - ìn€ux< = 
4> F(x)= = 


3 
x— 3nẽux> 
5 


® Xét parabol (#,) : lạc: =x ` #v+ices ! .f định l(2;- L) không thuộc 

# | 3 3 
khoảng %$ P Tại x=. .fx)= 

Suy ra - Bê lõm của tG) hướng lên trên, hàm số Í,(x) nghịch biến trên khoảng 


[ 3| 
‡ 


hài 

® Xét parabol (2) : f(x)=x`+3 có a=i>0, đính 1;(0; 3) không thuộc khoảng 
(3 
|=: 3 | 
\2 

Suy ra : Bê lõm của (Ø,) hướng lên trên, hàm số Í,(x) đồng biến trên khoảng 
ị b ‡ x] 
\2 


®« Bảng biến thiên 


e Đồ thị : Ta lập bảng toạ độ của (Ø,) và (Ø.) để vẽ chính xác đồ thị hơn. 


=Jamx is 
I9lzslts5hlil*] 


+|„|8l~ 


2 


Trén hình vẽ (h. 7)- 

® Nét liền— đảm là 
đồ thị hàm xố y=F{v) 

®© Nét đứn manh là 
phán của(@) 

(®) không thuộc đố 
thị y=F(\). 

Lời giải không voá 
vết phẩm này để bụn dễ 
theo đối 


Hình 7 


Bởi toón 2. Viết phương trình parabol 
Thdụ.  ~ ` ` 

Viết phương trình parabol (®. biết rằng (Ø) đi qua bà điểm A(Ó; 2), Bí 1; 7), | 

C(; 1) A sã ` Ị 


Phương trình parabol (Ø) có dạng Í(x)=ax`+bx+c,(a⁄0) (1) 
e (Ø đi qua ba điểm A, B, C c› Toa độ các điểm ấy thoả mãn phương: trình (L), 
a0+b0+c=2 c=2 ec=2 
tức là la(—1)” +b(—I)+c—7 c>la-b=5 <> |b= -3(thích hợp). Thay vào 
al.+b.l+tc=l a+b=-—l a=2 
(1) ta có phương trình của (® là f(x) = 2x`~ 3x + 2. 


Thí dụ 5 
Viết phương trình parabol (® : f(x)=ax`+bx+c đi qua ba điểm 
_A(0; —1),B(; -).CC l: 


Lời giải 


Để ý : y, = yạ = -l—2 Phương trình (Ø) có dạng Í(x)=m(x-x„)(x x„)¬y„ hay 
f(x)=m(x-0)(x-l)-l<+» f(x}mx(x-l)-I (1) 


Điểm Cc(Ø) <>f(-I)EI c3 2m—Ï =l €3 m = l. Thay vào () có f(x)=x(x- D) -Í 
<> f(x)=x`-x- I. Đó là phương trình parabol cần tìm. 


Lười bình. 
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1) Lời giải trên đưa vào chú ý 2 trong mục [§2 ở trên. Tất nhiên bài toán vẫn có 
lời giải theo "(27 món” như Thí đu 4 Các bạn theo dõi các thí dụ tiếp theo để tiếp 
cân với kỹ thuật viết phương trình parabol bằng “phương pháp chùm” 

3 Nội dụng ”Liết phe trinÌ parubol bang phương pháp chư” đã đăng tắt 
trên các án phẩm 

* Tạp chí Toán học và Tuổi trẻ, số 362 tháng 4 năm L999. 
* Chuyên đề nâng cao toán Đai số và Giải tích THPT, Nhà xuất bản ĐHSP, 
tác ma Phạm Quốc Phong. 


Thí dụ 6 
Viết phương trình parabol (Ø) có đính đất trú C3: Š) và (Ø) đi qua điểm A(I: 4) 


Lời giai 


Cứu 1: Phương trình parabol (Ø) có dạng f(x) = ax + bx +c,(a z0) (1) 
s Từ giá thiết suy ra : 
b 3 
3 ˆ b da b 4a bẶ4 
f(O)jz% c‹š {4a+2btc S5 cs {cC đa:“5 c3 la 1 
í) 4 atb:tc 4 ( 3a 4 ¬ 


(thích hợn). Thay vào (TL) tà có phương trình của (Ø) là f(x) =- xÌ+ 4x + TL. 
Cách 2: Phương trình parabol (Ø) có đỉnh đặt tại (2; 5) là f(x)=m(x-2))+5. (2) 
(Ø đi qua điểm A(T: 4) < š Toa độ điểm A thoả mãn phương trình (Ì) 
<>m(] 2)+5=4<»m=_ Ï. 
Thay m= ! vào (1) ta có phương trình của (® là fx)= xÌ+ 4x + Ũ. 
Thí dụ 7 
Tìm hàm số Í(x)= ax” £ bx + c biết răng hàm số đạt cực trị bảng | và đó thị là 
(Ø® đi qua hai điểm A2; 0). BỊ 3; 8). 


Lời giải 


Cách E : 
Hàm sóo ức trị bảng | và đồ thị A(2; 0), B( 2; 8) khi và chỉ khí 
ä l ' 
4a đạc b - đa đạc 4- 4a ac l=a 
f()=0 ‹>4‡4a12bt+c 0 c2 |đatc 4‹»‡c địa + l) 
f( 2) § 4a 2bt:c bồ b=:2 b-.2 


4a(a (1) 1a 4a 15a411<=0 la t:b=2;c 0) 
<»ịc -đ(a + l) <»‡c - 4(a + |) ‹> f 
b-2 b2 4 


Vậy các hàm số cần tìm là :f(x)= xÌ+ 2x; Í(x)= h x'*+2x— 3. 

Cách 2 : 

® Hàm số đạt cực trị bằng l <> Đồ thị (Ø) của nó có đỉnh đặt trên đường tháng 
y=l €> Phương trình parabol có dạng f(x) = m(x œ)`+l,mz0 (1) 

e (Ø® đi qua hai điểm A(2; 0), B(—2; -8) c> Toa độ điểm A, B thoả mãn phương 

2~=a) tI=0 2-a)}=-I 
trình (1) <> ph : ‹? Sùa 02 , (2) 
m(-2-œ) +l=-8 m(-2-@œ) =-9 
=> (2+œ)'=9(2-œ)` <» (2+œ)`-9(2-œ)'=0 


I 
«3 |2+œ-3(2-ø)|.|2+œ+3(2-a)]=0 c3 4(œ—1)2(4-œ)=0 «3> |“ X.. 
«œ 


® Thay (3) vào (2) : Với œ = l có m = -Ì, với œ = 4 có m= .- (4) 


® Thay (4) vào (3) : 
* Với (œ= l;m =-l) có f(x)= -(x-l) + l €> f(x)= -xÌ+ 2x 


I | Ề [1s 
* Với (œ+=4; m =- óÍ(x)=—— 4)+l<2f(x)=- _xÌ+2x-3 
ới (œ m Phòng (x) PNG ) < f(x) Pu x 


Vậy các hàm số cần tìm là : f(x)=-x”+2x; f(x)= - P xÌ+2x-3. 


Thí dụ 8 
Viết phương trình parabol (Ø có đỉnh là A(I; -2) và (Ø chắn trên đường thẳmg. 
(3): y=x+l một dây cung MN=34 (đơn vị đài). 


Lời giải 
s Phương trình chùm parabol ‹¡:th 
A(1; -2) là (®): y=m(x-L)`-2 (mzZ9) (1l) 
® Phương trình hoành độ giao điểm của (29và (3%) 
là m(x-I)”-2=x+l 
&> mxÌ- (2m + l)x - 3+m=0 (@2) 


A= lóm + l; A>0 c>m>- 1c @) 


Hình 8 
phân biệt x,, x;—đó là hoành độ giao điểm M, N của (Ø và (3). 


Với 0z m>— 74, phương trình (2) có hai nghưệm 


e Từ (2) suy ra (x,—x;)'= _ 
m 
se M,Ne(3) = y,-y;=(x,+l)-(x;†l)=x,—xy = (X,—x:)°+(y,—y;)'=2(x,—x›)` 


2% 


: A M`*x12A 1 
zMN =2-, ,=3‡1 ‹› l7m l6 T=Ú <>†m= l:m= H 
m m 17 
(thích hợp đk (3)) 
Thay các giá trị vừa tìm được của m vào (Ú), ta có hai phương trình parabol cần 
tìm là 
(®J:y=x 2x I1 (ứng với m=l ) 


I h 1 
(Œ®): y= (x 2x+3Š5) (Ứng VỚI m= ) 
? T7 xài 17 
Thí du 9 
Viết phương trình parabol (Ø), biết răng (Ø đi qua điểm A(I: 5) và luôn cất 
parabol (Ø,) : y=(m l)x'+x- 3m+l tại các điểm cố định 
Lười giải 
® (xu: Yy„) là điểm cổ định của (Ø®,„) ©» Phương trình sau nghiệm với mọi m : 
yu=(m l)x - +x, 3m+l] <2 Gœ¿ 3)m=y,+x j x„—L. Điều đó xảy ra khi và chỉ khi 
k—Ä3=Ú x¿—3=0 
: ‹» 
ÿ, "Xà IC ) ŸWa=Xg~2 
3> yo= a(X„¿ 3) + x.— 2-> Phương trình parabol (Ø) cát parabol (đ„) phải có 
dạng y=a(x  3)+x 2 @2) 
® (Ø đi qua điểm A(I; 5) <> Toạ độ điểm A thoả mãn phương trình (I) 
«> a(l”- 3)#l-2=5 c»a=-3 (thích hợp). 
Thay a = -3 vào (2) có y= -3(xÌ- 3) +x-2cvy=-3x+x+7 @) 
Thấy răng (1) luôn có hai nghiệm đối với x, nên (3) là phương trình parabol 
cần tìm 


BÀI TẬP 
Bài E“'. Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của mỗi hàm số sau : 
2x -7 nếu x<2 " 
A) Í(X)={ , Ậ b) y =lx`+ 3x + 4l 
x'- 2x- 3 nếu x >2 


Bài 2”. Viết phương trình parabol qua ba điểm AC- 1; 3), B(3, 2), C(4, 3) 
Bài 3. Tìm parabol f(x)=ax`+bx+2 trong mỗi trường hợp sau 
a) đi qua hai điểm M(I; 5) và N(-2; 8) 


b) đi qua điểm A(3; 4) và có trục đối xứng là x=- ỹ 


c) đi qua điểm B(_ l; 6) và đỉnh đặt trên đường thẳng y=- 2 


Bài 4. Tìm hàm số f(x)=ax”+bx+c biết rằng hàm số nhận giá trị nhỏ nhất bằng 4 tại 
x =2 và đồ thị hàm số đi qua điểm A(0; 6) R 
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Bài 5. Cho hàm số f(x)=x`+2(m- [)x+m`— 3m+4. 
a) Tìm m để hàm số có giá trị nhỏ nhất bằng I. 
m=-l m=2 m=3 khác 
b) Kháo sát và vẽ đồ thị khi m=2. Gọi đồ thị tương ứng là (Ø.) 
€) Viết phương trình đường thẳng (3) đi qua giao điểm của (2,) với Òy và vuông 
góc với đường thắng (3") : y= : +5 
y=x+2 y=-x-2 y=2x+2 khác 
Bài 6”. Viết phương trình parabol (Ø có đình là I(—1; 3) và (Ø3 chắn trên đường 
thẳng (3) : y = 2x + I một dây cung AB=10 (đơn vị đài) 
: xSã z 1 
Bài 7”. Viết phương trình parabol (Ø), biết rằng (Ø) cất hypebol (2„): y=- _ 
#~ 
tại các điểm có hoành độ nghiệm đúng phương trình x`- 4x`- 5x =0 
Bài 8“. Viết phương trình parabol (23 có đỉnh đặt trên đường thắng (3): y= P: và 
2x` +(m -1)x+‡m 


(#Ø) luôn cắt hypebol (2f„) : y= tại các điểm cố định. 


x—m 
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Chương II 
PHƯƠNG TRÌNH BẬC HAI 


§1. PHƯƠNG TRÌNH BẬC HAI 


1. Đinh nghĩa 
Phương trình bác hai mói ¿na là phương trình có đang av+ht+c=(0 (1) 
trong (đó da, Đụ c là các vỏ đự cho vớ u zÌ 
Biểu thức A=b` ‡ác được gọi là biớ! thức của phương trình (L). 
Đặt b = 2b' (bỉ là một số nào đó) thì \=4(b : aC) 
Biểu thức A'=b'” ae được gọi là Đbưệt thức (bá gọu của phương trình (TL). 
Như vậy A= 4A'. 
2. Công thức nghiệm 


ax'+bx+ec=() (2) 
A=b` đạc; (A=b”-ae ) 


A<0 (A'<0), (2) vô nghiệm. 
: b \ 
A=0 (A'=0), (2) có nghiệm kép x,= x;= _ (hay Lễ ) 
a a 


A30 (A39), (2) có hai nghiêm phân biệt 
b-VA b- VA' | 
= hay x j® 


a 


btrVA 
3 


b`ị VA' 


E 


la» X 


3. Định lý Vi-et 

a) ĐỊNH LÝ THUẬN 

Nếu phương trình bậc hai ax` + bx + c = Ú có hai nghiêm phân biệt x,và x› thì 
chúng thoả mãn hệ thức Vie-et sau : 

Xạ+X;= se và XiXc=C (V) 
a a 

b) ĐỊNH LÝ ĐẢO 

Nếu có hai số x,và x, thoả mãn các hệ thức Vie-et (V) thì chúng là các nghiệm 
của phương trình ax` + bx + c = 0. 

c) HỆ QUÁ 

Nếu hai số có tổng là S và tích là P thì chúng là nghiệm của phương trình: 

x` Sx+P=0. 
d) Ứng dụng : Dấu các nghiệm số 
Cho phương trình bậc hai ax” + bx + c =0. Kí hiệu S= LÀN S12 . Ta có : 
a a 
® Phương trình có hai nghiệm trái lâu <» P<0 


A»>0 
® Plutng trinh có lai nghiệm cương <3 {P >0 
S>0 
A»>0 
® Phương trình có hai ngÏiệm ám c>{P >0. 
Ss<0 


Thídụi  — x 
Giải phương trình 2x`- 2(a + l)x + a`- 2a+5S=0 —_ 


Lời giải 
Ta có A' = (a + l)`— 2(a`- 2a + 5) = -a” + 6a - 9 = -(a- 3) 
Với a #z 3. A'<0 -› Phương trình (l) vô nghiệm. 
gui 5 
Với a=3 c> A'=0 => Phương trình (1) có nghiệm kép xe “ng 


ỹ. 9 
Thí dụ 2 ' tp ¬¬.¬ 
Tìm m để phương trình vÍm(m ~ 3)x” +2(m-3)x+2vÍm =0 q) 
1) có nghiệm xác định. 
2) có nghiệm trái dấu. = 


Lời giải 
1) Phương trình (l) có nghiệm vác định trong hai trường hợp sau đây : 


=0 _ |/m(m-3)=0 
c> <m= 


^ 
Trường hợp l : | =0 (2) 


Bz0 m-3z0 
Az0_ ÍVm(m-3)z0 
. N ˆ 
A'>0_ |(m-3}ÿ -2m(m -3)>0 
vm(m- 3)z0 Vm(m - 3) z0 
‹>» c> 
(m-3⁄m+3)<0  |m`-3'<0 


Từ (2), (3) suy ra phương trình (I) có nghiệm khi và chỉ khi Ö < m < 3 
2) Phương trình (I) có nghiệm trái đấu trong hai trường hợp sau đây : 


Trường hợp? 2 : | 


<»0<m<3 @) 


=0 
Trường hợp l: A=B=C=0 c> 8 „(mâu thuẫn) (4) 
m Š 


Trường hợp 2: AC<0 <3 Ím) (m—3)<0 <3 0<m<3 (5) 
Từ (4), (5) suy ra phương trình (L) có nghiệm trái đá khi và chỉ khi 0 <m < 3. 


Thdụ3  - l x^ 
“Tìm m để phương trình sau có hai nghiệm lớn hơn I :xÌ`-x#+m_ 4=0 () 


30 


L.ới giải 
Đx ƒ tÈ ï.x >l<>t >0 Phương trình (L) trợ thành !t tm 4=UÚ (2) 


Phương trình (L) có hài nghiệm lớn hơn E <> Phương trình (2) có hai nghiệm 
đươn: Điều đó có khi và chỉ khi 


AX>0 I- 1m 4)>0 


I7 4m >U 
P>0 ‹›Ím 4>0 ‹» c>4<m< 
mì >4 
S>0 I0 
| Th dụ 3 
| Tinm để 2 xen kẽ giữa các nghiêm của phương trình 
(n+3)x - 3m I)x + im =0 : (l) 


Lớn giải 
Trường hợp Ú: m =— 3, ta có (L) c3 12x -12=0 c> x=l —> m=-3 không phải là 
tả tr phải tìm. 3) 
Trường hợp 2 : m z— 3, đất x =L - 2, Phương trình (1) trở thành 
(m+3)( 2)` 3(m - )Œ 2)+4m=0 
<>(m+3JU (7m 9)L+lÏm 6=0. @) 
Phương trình (L) có hài nghiệm x,< -2 < x: €3 x¿+ 2<(0<x¿+ 2<> Phương 


trình 3) có hai nghiệm trái dấu < › (m + 3)(1Ím - 6)<0<>»-3<m< n (4) 
TÔ), (4) suy ra phương trình (L) có -2 xen kẻ giữa các nghiệm của nó khí và 
chỉ kh - 3<m< 5 
11 
Thí dụ 4” 
Co phương trình x'+(m l)x” 3mx+2m 4=0 (1) 
a) Chứng tỏ phương trình có một nghiêm không phụ thuộc m. 


b) im m để tập nghiệm của phương trình (1) có đúng hai giá trị. 
(Ban cán hiểu K nghiêm bằng nhàn chỉ chỉ cho một giá trí) 


Lời giải 
a)Viết lại (1) <>m(xÓ 3x+2)+x” xÌ 4<0. (2) 
® », là nghiệm không phụ thuộc m của (l) < › m(xụ Ä3x,+2)+ XÃ - Xã _4=0 


đúng *ới mọi m. Điều đó có khi và chỉ khi 


: XạĂ Í 
X) 34,12-0 
h : &$ d|X„, =2 €5 Xự=2. 
X„-X)-4=0 : 
xxx, 4-0 


Vy phương trình luôn có nghiệm x = 2 không phụ thuộc m. 
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b) Từ kết quả trên suy ra (2) ©> (x - 2)[x” + (m + Ï)x - m + 2|. 

Gọi Í(x)=x`+(m+l)x- m+2. 

® Tập nghiệm của phương trình (l) có đúng hai giá trị khi và chỉ khi f(x) = Ø có 
hai nghiệm xu. thoả mãn một trong hai trường hợp sau đây : 


f2) 0Ú 
R m‡+8-U 
Trường hợp !:2=x,¿#xc> | b <€> ‹> m=- @®) 
_—=xz4 m-lz4 
a 


Trường hợp 2: 2 # x=x:€> | b ? (3) 


A=e m` 6m -7- 0 m-Í1 
«» ‹ 
m lz4 m 7 


Từ (3). (4) suy ra tập hợp các giá trị phải tìm của m là {m ==Ñ m-=-° m= !} 


| Thí dụ 5' 
Khi m > -2, tìm nghiệm bé nhất (có thể) của phương trình 
_3x”- (m+23)x ! 2m + 22= 0 Œ) 


LỜI GIẢI 


Viết lại (1)< > f(x)=3x` 23x + 22 - m(x - 2)=0 
Ta có f(2) = - 12 z 0 —> Phương trình (L) không có nghiệm x = 2. 


3x`-23x +22 
Với x ⁄ 2. chỉa hai vế chox 2 01a có (1) c> m=`S-- S5 † 
x-.2 
3x` 23x ¿22 3x ` 23x 22 
Bởi vậy m> 2 c> Ác ceE. bi là CS +27>0 
x-2 x~2 
3x`2la xÌ 6 
= -ã ĐT AC >0«»* TU s8 Q(x):= bó, DHLbo HÔNG, >0. 
x~2 x~2 x3 
Đầu của Q(x) : - 
x 
Căn cứ vào dâu của QXx) suy ra Q(x) >Ú <3 xc[1:2X2|6: +>) ® 


Gọi x„ là nghiệm của phương trình (Ì) khi m >- 2. Từ (3) suy ra mìn(W.) = 2 
Nói khác di, khi m > -2, nghiệm bé nhất (có thể) của phương trình (Ì) là x=l 


§2. HỆ THỨC LIÊN HỆ GIỮA CÁC NGHIỆM CỦA 
PHƯƠNG TRÌNH BẬC HAI AX?+BX+C=0 


- Bỏi toán 1 

°— Cho phường trình ax + bé +c= 0 (á z0) 11 phú thuộc tham số m và Q(x,: x.j=U 
} là mọi hệ thức giữa x., x- dọc lập với m. trong đó x¿, x: là các nghiệm của (Í) 

Tim m để (2) đúng 

€Hm m đẻ phương trình có nghiệm thọa mãn hệ thức cho trước) 


CÁCH GIAI 
¡ Cách Í tcủn và âu) 
+ Điển kiến cân 
(xé) Ú 


ŠS_ h(m] khứ v2. v-clo pÍơng trình: fm)=0 (3) 


Từ 
P gtm) 
Giản phương tri fn)=U0 với ám m. Giả xử tập nghiệm từm được là (Ê). 


« Điều kich đu. /lldv cóc giả 07 chữ tý (Ê) wữo tìm được vào (TL). 
êm T(xị: X.) thỏa (2), thị giá trí tương thích của mm là một giá trị phái tìm 
- Cách `: (Đen doi tương (lương) 
ị A>0 
Q(x,:x.) 0 


S. ; ñ b 
Quá tr phía từ của mà mghiem của hé | S l 


QGiớn hệ này với hiện „" 
Chu ý Kủ vét đàm \ = am + bm +ec` >0, có thể biên đổi A >0 


b°Ÿ _ b° n8 _. Ẫ 
<>alm ‡ | › clc dâm tới bát đăng thức giả trị tuyết đợi. 
2 + 
Thí du I 
[im m để phương trình x + x ®m +1 =0 có hai nghiệm thoả mãn : 


^^... - (l) 


Lời giải 
điểm kiệm cạn - tt xứ phương trình có 2 nghiệm x,, x; thoá mãn yêu câu bài 


Xx. FẦ(x,0Xx.)15 Ú (l) 
toan, tr có 4, b4 1 (2) 
| xk* m :Í (3) 
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Thế (2). (3) vào (l) có: m+1+3( 1)+5=0 ‹» m= 3 

Điều kiện đủ :` Với m = —3, phương trình đã cho trở thành x`+x 2=0 
x=l 

= 2 Thay cặp giá trị {x = l;x = 2} vào (1) thấy đúng. 
x=-2 


Vậy tập hợp các giá trị phải tìm của m là m = -3. 


Thí dụ 2. - 
Tìm m để phương trình x”-2(m + 2)x + 4m + 5 =0 (1) có hai nghiệm thoả mãn : 
__) đều dương; —_ b)|xxjƑ=2 
L28 giải 


Tà có A` = (m + 2)`-(4m+5)=m`- I. Gọi x, - là các nghiệm của phương trình (L). 
Theo Vi-eL x,+x:=2(m+2), x,x;=4m+5 
a) Phương trình có hai nghiệm đều dương 
A'>0 mÌ -I>0 5 
<m<-] 
‹>+{‡P>0 ‹>‡4mt+5>0 ‹<›»| 4 


S>0 2(m+2)>0 m>l 
\ l ^ÍA: = 
b) Tà có x,¿= KẾ, vVA > Am - =2Vm' -I. 
a lai 
Bởi thế, phương trình có hai nghiệm thoả |x,-x-2 «>2m` I 
c> m°-l=l c> m'=2 ‹> m- t2 


te 


_Thídụ3  — | 
Tìm mì để phương trình 3xÌ+ 4(m - I)x + m`- 4m + I=0 Œ) | 


n š ` l I 
có hai nghiệm x,,x; thoả mãn — + —— - 2 +x.) (3) | 


Gọi A`= 4(m- ¡)` - 3(m`- 4m + l)=m`+4m + l=(m+2)” 3 
VN  hển”.. sa“ 
: 3 3 
\ Š b - 
Tớ 01 LPh  XL Nà 5 _r 2| 0 G) 
XIN: b2 P8 P 
Phương trình có hai nghiệm thoả mãn (3) khi và chỉ khi 
l 0 li m-0 


P<0 -im 4m LlI<0 


lj — 


<» 
IỊP 3 m`- ‡m‡tl-2 | |ñ =3 
>0 |Ì|m  +4am+1>0 
® Tập hợp các giá tr: phải tìm của m là ƒm = Ï:m = 2 : ⁄5 
H‡ 


| 


| 
| 


Thị du 4 
Tìm m để phương trình Í(x)-x” 0n" +£2x+em +1 <0 (1) 
có hài nghiệm x,.x thoa mãn x: £ 2x, = 3X.X, (3) 
Lời giải 
Nhân thầy /Ú) = m + † > 1.*/m suy ra phương trình không có nghiệm x = Ú. 
Hởi vậy đất xị= xá, điều kiến (2) trở thành x;(U- 3+2) =0 


5/0J@=Ÿ „ X 
«? Suy ra (23) c+ 
¡=2 X,=21, 


ä) Phương trình có hài nghiệm x,., x: thoä x,=xs 3> A=0 
: : 4 
<»(m+2)` 4(m + l)=0<>m(‡ ĐI) SỐ PS HWESIUA Sr } (3) 


b) X,=2x: <2 X,‡X.=3x. (4) 


» : % +2 
Thay x,+£ x;= m + 3, điều kiến (4) trở thành x‹= = 


Vậy điều kiên cần để phương trình có hai nghiệm x,,x, thoả x,=2x, là 
m+2 


mị2 
_ ‹ 
c 


sf 


0c>m+l=0 >»mc07 (5) 


` 4 
Từ (5), (Š) suy ra tập hợp các giá trị phải tìm của m là ‡m=Ú; m= n Ị 


Thí dụ 5 
Chứng mình ràng : Cần và đủ để phương trình ax`+ bx +c=0 (azZ0) (l) 
có hai nghiệm, dòng thời nghiệm này bằng k lần nghiệm kía là 
kb` =(k + lJác,(kz -Ú). @)- 
Lời giải 


: kb : kb` ĩ 
Để ý (2)<» ac= : . suyra A=b` đac=b ˆ—ŠẺ = ứ | 
( 


kí) (k+1) Í kti 
>\X>U (3) 
v TT. _ - + . ` “1. + b € 
Gọi xị, x‹ là các nghiệm của phương trình () Ta có Xi#Xs=—— :XjX*= 
a a 


® Phương trình (1L) có hai nghiệm, đồng thời nghiệm này băng k lần nghiệm kia 
[ 


Ñ kx» 
c> | — €3 (x, kXx-\(x.- kxj)=0 
|X» kxyi 
c? (EkÌXjx k(x, +Xx.)=0 €3» (k+l} Xx, -k(x,+xj) =0 
v€ b Ẫ $ 
€3 (k( HT k.=0 ‹> kb=(k#llac (4) 
bì hì 


Từ 3). (1Ð bài toán được chứng mình. 


35 


BÀI TẬP 
Tìm m để phương trình /tx)=0 có hai nghiệm thoả mãn điều kiến (U) 


1) /Ø(x) =mx`-2(m-l)x+3(m-2) ˆ (U):x,+2x.=l 


2) /00 =x`-3,75x+m` (U):x:=(x,) 
3) 1x) =x`+(m -3)x-2m+l (U):, “+ “=3 
3X; -2Xy 
4) Ñx) =x`.mx+m`-m-3 (U) : có 2 nghiệm phân biết x,.x. toa mãn 


là độ dài của 2 cạnh AB, ÁC củ: AABC 
vuông tại A có cạnh huyện BC = 2 


§)/(x)=xÌ-2(m-2)x+(m`+2m-3) (U): Ị ‡ _ Ni Sụ 


Ñ. âu Š 
3|. BÍ 3 Ề 
6) /x)=|m +† sÌv 2m2 (ƯỪ),): Xi †Xÿ +XitKs=§: 
I I b) 4 `. 
(U›):—+—~==> (hai câu (Ư,) và (Ứ.) đốc làn) 
XỊ X2 2 


¡_ Bồi toán 2 

[ Chà phương trình av + bì + e= 0 (ạ Z0) (1) phụ thước tham xẻ n và 
LÓ(t¿ vš)=0 (2) là một hệ thức giữa vụ, vị độc lúp với m, trong đó +, V‹ là cúc 
} nghiệm của (H) 

Biết rằng Q(x,; x:) đúng với mọi m. /£lwớứ biết cụ thể @(\,: v3)} 

Tim lại Q(x,: x.) 

(Tìm hệ thức liên hệ giữa các nghiệm độc lập với tham số) 


CÁCH GIẢI 
Ì [§=hứm)„.. 
ù khử mị, thu được một hệ thức : Q(S; P) = 0< > Q(x,: ‹.)' =U 
ị P=g(m) 
¡_ Đó là hệ thức cần tìm. : 
FIMRE 
Tìm hệ thức độc lập với m liên hệ giữa các nghiệm của mỗi phương trìnÌ s0 : 
a) x`~mx+2m 3=0 tÚ Ả 


b) (m+ 2)x`- (m + 4)x+2- m=0. 


@\ | 


Lời giải 
Gọi x¿, x: là các nghiệm của phương trình S=x,+x..P.=x,x. 
ẩ 5m 
a) Ấp dụng Vi-et vào phương trình (l) ta có »P< 24 - 3 
P=2m--3 
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hay x.x 3(,#x.)+ ?<U 

Đặ» Tà hế thức Hiến hệ piứa các nghiệm đọc lập với tham số mà ta phái tìm 
bị & /H thức đọc lạp 

Giới X.. x; là các nghiêm của phương trình, S<x,#x., PEX,.x: 


„  ® t4 z 
S lì 
INu '<) 
Theo Vị ct ta có VẬN Re ĐP Su 
P = mm h ) 
! 
| tí {2 m +2 
»35 P=‹»2(xytxv) x,xc 3=Ú (3) 


Đo là hệ thức Hiện he giữa các nghiệm đọc lắp với tham số mà ta phải tìm. 
® 1n lại nụhuecm kép 
Khi x =x=t, hệ thức (3) trợ thành đt 3<0 £> /1=l;t=3 
*áay phương trình các nghiếm kép hoặc là x<] ưng rớt =0), hoặc là x=3 (ứng 
Š 
VI HỊ %: 
$ 
Thị dụ 7 
Cho phương trình x`— (2m + 3)x`+ 2mx +2=0 (1) 
| a1) Chứng tỏ phương trình có một nghiệm không phụ thuộc m. 
bì Tìm mỉ de phương trình có 3 nghiệm phân biết. 
| tì Tìm hệ thức độc lập với m, liên hệ piữa hài nghiêm (khác với nghiệm nói ở 
cau a) 


Lời giải 


ai Viết lại phương trình (1) <> 2mx(x - l) - x`+3x`-2<0 (2) 
Tá có xà là nghiệm cố định của phương trình (l) 
Ỷ, s °, x„(x,—l)= Ú 
<» 2mwx,(x„ Ì! Xu#3x„ 2= đúng với mọi m<+ " 3 
Kụ 't 3x, =2—=0 


=1 Vậy với mọi giá trị của m, phương trình luôn có duy nhất một nghiệm 
có đính là x=l 
bà Viết lại (2)©> 2mx(x - l)-(x— l)(x” 2x 2)=0 
Ẩ{>(x- D[x” 2(m+ l)x- 2|=0 
Giới h(Xx)=x” 2(m+l)x 2. Phương trình (1) có 3 nghiệm phân biệt khi và chỉ khi 
h(x) =0 có 3} nghiêm phân biết khác l. (3) 
[ho ác = 3<, nên menh để (3) xảy ra khi và chỉ khi h(1)2z0 <3 - 2(m+l)-2z0 


3 
«» 2m - 3/0<>mz h - Vậy phương trình (1l) có ba nghiệm phân biết khi 


và chủ Khí m 2 


€) Theo bài ra, ta tìm hệ thức liên hệ giữa các nghiệm của h(x) = 0 độc lập với 
tham số 
Thấy rằng x,x.= 2. Đó là hệ thức mà ta phải tìm. 


Thí dụ 8. | 
Cho phương trình (m - l)xÌ+ (2m - l)x + m +5 " 
1) Tìm tất cả các giá trị của m để phương trình có 2 nghiệm thực x, và x. | 
2) Giả sử rằng a là số thực bất kỳ khác l. 

Tìm a sao cho tích U=(x,-ax;-a) (2) không phụ thuộc m | 


Lời giải 
L) Bạn đọc tự giải. 
2) Cách I: Viết lại (2) ©» U=x,x:-a(x,+x;)+a` @) 
5 = 
Theo Vi-et KK== b ;X;†X;= -=1 
m— m-Ì 
5 - ¬.. 6+¿¡ 
Thay vào (3) có U- tua | v52 94+ 1+ ñ sc 
-l m-l ml 


Bởi vậy U không phụ - m khi và chỉ khi 6+a= hay a= 6 
Vậy a= -6 là giá trị duy nhất thoả mãn yêu cầu bài toán. 


Cách 2 : 
cơm Pu S5, l+ - vŠ=X,+X;= cm) =-2 : 
=] m-—l ml m- | 
Suy ra P+6S+lI=0 hay m40kaa Đề I=0 (4) 
Ta có (4) là hệ thức liên hệ giữa các nghiệm độc lập với tham số. 
e Viết lại (2) €> x,x:— a(x,+x›)+a°-U=0 (5) 


Theo bài ra (5) là hệ thức liên hệ giữa các nghiệm độc lập với tham số. Ta biết 
rằng mỗi phương trình có duy nhất một hệ thức liên hệ giữa các nghiệm độc lập với 


sẽ a=-6 a=-6 
tham số. Bởi vậy so sánh (4) và (5) ta có >> Ẫ 
a”= = 


e Vậy a = —6 là giá trị duy nhất thoả mãn yêu cầu bài toán. 


Thí dụ 9. : 
1) Cho phương trình (m - 5)t— 2mt + m +4 =0. (1) 
Gọi S và P là tổng và tích các nghiệm. Trong mặt phẳng toạ độ Oxy, gọi 
M=(Œ; y) là điểm có toạ độ x = S; y = P. Chứng minh khi m thay đổi, các điểm 
M biến thiên trên một đường thẳng cố định mà ta phải tìm. 


2) Tính T= (I- V5 5): +5) 


Lii giải 
1) Ta có : A'=mÊ - (m —'5)(m + 4) = m + 20. Điều kiện để phương trình có hai 
: m-5z0 mz5 s 
nghiệm là &© -20< m # 5. Gọi S= x, + x;, P = x,X› 
A»0 m>-20 
Tào NH8 1S. sa. sê Pu sia  S, 
m—5 m—5 m—5 m—5 


Suy ra 9 ~IUP = 8 hay 9x~ 0y - 8 = 0 => Tập hợp các điểm M(S; P) thuộc dường thẳng 
9x ~ l0y-&=0 
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3) Trước hệt chứng mình he thúc n>2 luôn có : aS,,.tbŠ,, tcS =U (*#) 


trong đó S=XxƑ 0X x VA là nghiêm của ax tebx+c=0az0n 2 
Thật vày - Theo giá thiết tá có 

l " " 

a6 DY,ic Ú [xa (bhx,!c) Ú |ax thx { GA Ñ) 


ax Dhx.ícC 0 |x @A. +bx. ¡c) ÚƠ là: + 4c +0 
Công theo từng về các đang thức tá có dđịc ¡+ chứng mình 
«Đất xel VŠ,x=1: v5 -3 x.x.la tightem của phương trình 

&K 3% 4-0 -šs T=Š%.=2x, -X 

Theo Viet P=x,x.= 4:S=x,£x.=2,S=x, (OX;=S `-2P=4+R= |2 
Theo (*): S,..- 2S, 4S=0 <> S,.=2(S,,,+2S,) 
Vớin= E- S¿=2(S.+2S,) = 12 + 4) = 32 
Vớin =2: S,= 2{S,+ 35.) = 2(32 + 24) = 112 
Vớin = 3: S.= 2(S,+ 2S.) = 2/112 + 64) = 352 


Vậy T= 352 
BÀI TẬP 
Bài I. 
Tim he thức dọc lập với tham số lien hệ piữa các nghiệm của phương trình : 
l) x` mx+3m-8=0 2) mx`- (2m + 3)x -m- 4=0 
3) x +(m+ I0)x em + 25=0 4)(m - I)x`- 2mx +m +4=0. 
5)(m _I)x`- (2m - 2)x+m+ =0 6) (m + l)x`+ 2(m - 3)x +m + =0 
Bài 2. ý 


Cho phương trình mÌx`+mx`-(4m`- 3m- 3)x+2(m+3)=0 

I) Chứng tỏ phương trình có mới nghiệm cố định với mọi m. 

2) Tìm m để phương trình có không quá mội nghiệm dương. 

3) Tìm hệ thức độc lập với m liên hệ giữa các nghiệm của phương trình khác 
với nghiệm nói ở câu l. 
Bài 3. 
Cho phương trình (m - 4)x`- 2(m- 2)x+m =0 

1) Chứng tỏ phương trình có nghiệm với mọi m > 0 

2) Gọi U = (x, + aXx; + a). 

Tìm giá trì của U, biết rằng U có giá trị không đổi,Vm z 4. 


3 Tính T= (L- V7} +(t+ ý?) 
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§3 ỨNG DỤNG CỦA BIỆT THỨC A 


Tìm miền giá trị của biểu thức - Tìm maxẨ(x:y)- Tìm minf(x;:y) 
b Đ 
Tách bộ phản kép - Chứng minh bất đẳng thức. 
_ Thídụl. Ị 
Tìm giá trị nhỏ nhất (GTN N), giá trị (GTLN) lớn nhất của biểu thức 
: 2x13 
œš L4/2x kì ( 


x tỊ 


Lời giải 


*24V2x+3 
Cách I. Gọï a là một giá trị của Q, tức B á=* L‡ý _ 
Xd 
€ a(x)+l1)=x)+ 4/2x+3c3 (a-I)x`- 4/2 xea 3=0 (3) 


2 
Trường hợp Ú: a=l, ta có (3) <> x= > a=l là một giá trị cửa Q— (1) 


Trường hợp 2: a#l, tập giá trị của a là nghiệm của \>0 c> a + đà bŠ =0 
3 —l<a<l & 
«>9 -(a-2)°>0<+ la - 2l< 3> (59) 
lI<a<S 

® Từ (4), (5) suy ra: Tập giá trị của a là ac{[- 1:5] ->GTNN(Q)= I: GTLN(Q)=5 
Cách 2 
ị Phương phớp tóch bộ phộn kép bằng hệ số bốt định 
Ị Tư tưởng các 'h giải ị 
ị ¡ Số thực a giá trị nhỏ nhất (hoặc giá trị lớn nhất) của biểu thức Q trên miễn xác ị 
nh ( ) c3» Q — a < 0 (hoặc Q — a > 0) với mọi giá trị của biến số thuộc (2). ị 
Từ đó ta đi tìm số thực a sao cho hiệu Q - a là một biểu thúc f(x) > Ú thoặc Ì ị 

‡ f(x) < 0) dấu đẳng thức có x = x„,c(®) _ ị 


® Tập xác định : R 
®« Với VacR luôn có : Q-a =“ L4/3x + ¿ 2Á + DI) (6) 
x +l x +1 
với f(x)=x`+ 42 x +3 ~ a(x`+ 1) =(1-a)x`+ 4/2x+3 a 
Gọi A'= 8 - (I - a)(3 - a) =—a` + 4a + 5. 
® (6) dúng VacR -» (6) đúng với những giá trị của a làm ,\` = Ö 
c>-aÌ+ đa +5 =0c2>{[a=-l;a= 5} 


2 b 
Vớia=-LQ+1= 1 xã >0, dấu đẳng thức có khi x= V2 
x† 


= MinQ=_I 
2(/2x 


_ ị /¬ 
Với a=5, Q-5=—~ Anh <0, dấu đẳng thức có khi x= ˆ= >MaxQ =5 
x† E 
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L.ơi bình 

Tiav ví phát siảt các bát phương trình (AI Xa (hoặc Q(x) = a) để tìm cực trì 
của bên thước, p6 sre phưẩmt “tách bạ phản kép” đưa về giải phương trình ,á)= tì 
Có thể nói phương pháp: tách be phạm Xe” là chiếc của nất piữa bá phương trinh 
tư ĐH trinh 
Thi dụ 3. | 
| Hìm ga tr lớn nhất, sa 1ì nho nhất của hàm số | 


3X ¡HN tổ 


V ím z6} Œ) 
g3 JÍÝ | 
Lời giải 
Tâp xác định l 
Cách Í 
s®VYoix=cówv- 3 ,mcR đì 
® Với x z Ú, chía cá tự thức và máu thức cho x, tạ có 
3Í 52-0) 
lJx ¡ Jrm : 
(l)‹>v= 5 Đâtt=x + =c, t>2 
KỆ ' t2 tỳ 
X 
: : : Ÿt( ¡ m 
Hầm số (Í) trợ thành v= h (3) 
thư 
IDot >2 <> Ẳt+ 2> 4 nên (3) c> y(t+2)=3L£+m <3 (y 36m 3y (4) 
Theo giá thiết m z6, suy ra trong (4) phát có y z 3. (5) 
3y 3ý - 2 3 q 4 
Bởi vay <3 S. St c1 S5 DI, sa: 5= cụ 
' „=5 vw-3 y~5 
mị6 - 
vn „+ |3SW£ „nếu m +6 
+*(y 3)\(6+m_ v)>0U €&$ 6 k 
m ‡ 2 
<y<3,nếu m< 6 
`. : : : 
LĐấu đẳng thức : t =2 ‹z x+—, =2 cđ> x=l <> x=tÍ (6) 
X 
“Từ (3) và (6) suy ra - 
: ` im 
® Nếu m >6 thì mìnv = y(Ô) = 3. max y =y(+Ï)= 
D w 
Ẵ š 6‡m 
® Nếu m< 6thi maxy = y(0) = 3. mìny =y(1l)= mì 
R LJ 
: 3‡a)x`†+(m12a)x`+(3 1a 
Cách23 Với VxcRcó: yv+a= 4 = tt ễ : › k ) 
(x tFI) 
'm >6 >min (0) - 3 
“ `. (mm 6)x La = 
+ Với a=- 3 có:y 3= j | : (Œ?) 


ni sở 
(x 3+1) Im<6 > maxy y(0) - 3 


4I 
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+ Vớiaz 3,xétA=(m+ 2a)” 4(m +3) =(m 6)/(1a +m +6). 


6 
Với m z 6- A=0 c+ .. 
6 6 M 6 
Với a = ca có a+3= ro m+2á= - 3 vã 


m‡6 (6 m)x` - 2(6 m)x` +(6 m)_ (6 m)x Ï 


4 4(x` +1) 


6 : 
_M†9 0 nều6 -m<0 |y<y(tUĐ 


Suy ra ‹> 
m +6 P _ 
>0 nếu 6 - m >0 y>y(†l) 


6.- 
3n vIểU m >6 


4(x 


TÌM 


6 
„HÊU m< 6 


HỒ . 
„nếu mm >6 


Kết hợp (7) và (§) có Suy ra : 


6 
= <y<3,nếu m<6 


| 


® Nếu m>6thì mín y=3, max y=° hề 
Là * 


6-£ 
e Nếu m<6thì maxy =3, miny = sịm 
® L1 4 


3t + mt+ 3 


Cách 3. Đặt x`=t > Ú, hàm số trở thành y = — 


<>(y- 3)£+ (2y - m)t + (y - 3)=0 
ey=3 Tacó (8)<› ‡ t=0,V m} c> { x=0,Vm}. 
Tóm lại v(0) = 3.V m 


t‡2t+tl 


(9) 


(10) 


() 


eyz 3. Đề ý P= I>0 nên phương trình (9) có nghiệm t > 0 <> {A >0; S > 0; 


(2y— m)} - 4(y —3)` >0 
xờt m-2y >0 


(m—6)(m +6 4y)>0 
(y - 3)(m - 2y)>0 


y-3 
Giai: A=0y— 1 mụ qay-Ì—5Y „ 8—5 
4 2y-6 m-6 
m+6 
K6 
sm>6:Txocó (6 PP” œ sey«< 8319 
y>3 


mìny =y(0)=3 


Kết hợp với (10), (12) = m6 
AM =yGSUD=— 


-=l$»x- ‡†L (l2) 


(11) 


M 
*“n<6 Tacó (IlI<»{ 4# + v3 
lễ k 


nữnV  y(? lì 


Kết hợp với (lU).(12) 2; ‡ 1 li 


| maxš y(U) 3 
b 


- Thi du 3 
x†‡2v‡l 


L Tìm gi trí nhọ nhật, gia trí lớn nhất của biểu thức Q= ˆ, q 
X 1y +7 


(I) 


Lời giải 
Cúc ® Tấp xác định :v/xcR./veR 
sac R luôn có 
Giác nẾ 1y )47)10612y3+1 la L2y EaAX” DA E7a 3] 
*x“ụy 97 X tW +? 

GiọI Í(N.V)< AV + tâx +X + 7a + 1, 

§)}=ÍI-0GINK +X+ 7a # Ï)=-aX -X — 7g — ñ+ | 

Gọi õ =a|1+4(1~a-= 74 )|=a (5S đã 28n). 


s 5 
=0 <2 5= 4a— 28a =Ú cy [ae _ vàa= h 
2 4+ 


5 š 7 + 3 
® VớI ì = ` :ÍUx,V)= ¬y`+2y 2A *+/K => #IE „Ia 1)+(y- 2)]<0 
I I 4 =I 
<< s=—Ù42)—— 0-34 ^ „đấu đắng thữo ché |” 4D 
2 2% +y +7) 2 y=2 
Š BI, § . 33 5 : l 
® Với a= :Í(x)= y+2y+ —x+x+ —+Ì= x‡ H N a >0 
14 14 14 14 14 5 5 


§ , : 
*.Ótc =—— TẾ) vớ ~š Q3 —Š,, dâu đồng thức có Khi và chỉ Khi 
14 2x Ly t7) l4 
7 14 
`. “- 2 
sp cớ: @) 


Từ (1) và (2) kết luận : max Q = : R nh ==<-—. 
R 2k 14 


Chú ý 

L) Các thí dụ vét ở trên đến có tập vác định ià R. Bạn cẩn liat ý khi biểu thức có 
táp xác định không lấp đảy trục số. 

2) Việc tìm giá trị của a khỏng bắt buộc trình bày trong bài làm. 
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Cách 2 — Viết lại cÍ) c> Qx`” x+Qy ` 2y+7Q- I=U (3) 
DQ=0<c›x+2yv+l=0 (4) 
3)Q20. Xem Q là phương trình bậc hai đối với x. 

Tacó A.= 4QYy + 8Qy - 28Q`+ 4Q + l. 

Gọi Í(y) = 4Q 'y`+ §Ộy - 2SQ + 4Q + l,A,= 4Q 2§Q + 4Q + 5) 

Tập giá trị của Q là nghiệm của Á, >0 <2 f(y) >0. Điều đó có khi và chỉ khi 


*x>0<‹» 2NỢ + 4Q 4520 csÓ | 2M). (5) 
% 14 l 
Từ (4),(Š5) -> ‡minQ= ¡ maxQ=- ¡ 
® g. 1% 2 
Thídụ. l 
Tìm a, b để biểu thức Q = sẽ đạt giá trị lớn nhất bảng 4 và giá. tị nhỏ 
x + 
nhất bằng | _ 


Lời giải 
® Tập xác định : R 
max(Q - 4)— 0 
® Các số thực a, b thoả mãn yêu cầu bài toán <2 


mìn(Q L1) =0 


0 


max(- 4x` tax tb—4)=:0 
F— liêu 
min(x” † bx ‡ b† I)=0 


A,=aÌ +l6(b—4)=0 ph 
c^ c© 


A,=a`-4(b+l)=0 


(a= -4;b=3) 


> Có hai cấp giá trị của a và b phải tìm là 
p giá trị p be s5 


Bởi loón 1 
Chứng minh Q:= ax'+ byÌ+ cxy + dx +ey+f>):VxcR.VycR (*) 


CÁCH GIẢI 


K.+= 


Tách bộ phản kép bởi công thức axÌ+ bx+c=a = 
-ủ 


| A 


Biển thước (*) xe trở thành tổng các biểu thức cùng đến 


H 


L_ Thí dụ Š 

Chứng mình VAc R.S ve R lun có Q - U với 
HC CA CON + ỒN LỰN túy tì 
0°... 


Lới giai 
a} Viết li Q=Xx +2(YV + TIA Crậy 169 L3). Nem Q đã thức đối với ẩn x. 
‹ 
Tacó A'\=ty+l) tầy +ñy+ 3J 2tqy+ Ì) 
Ap dung (Ú) sẽ có QE(xty£l) t2(y+l) z0 ý Q20.VxcR.VvcR: cdnem) 
QủwW | @ Jke=U 
;3au đang thức có bí và chỉ Khi ` $4 
b Ì tỊ 0 la I 
bì Viếtlii Q=4x l2vx+ lầy 4y + Xem Q da thức đối với ân x. 
Tacó A=36y” 4il3y 4y+2)=4l9y) 3y  dyv+lJ= 42v - HỆ 
Áp dụng (Ú) sẽ có Q=(2X 3y) +(y lÌ: sQ>0VxcR.VyCR (địcm) 
3 
4 


` 
+ 
.“ 


Dâu đẳng thức có khi và chỉ khi 


23y-1=<0 


tò — 


1 ới bình 

Cau trúc của biếu tua @ là Q:= M (ax+by+el*+N (a'x+b'y+e') 2+ K?> 0 

Đó là cỏi nguồn giai (lui Í tại sào ta tách (và luan tách thành công) biểu thức @ 
thành bình phương dâu 


Truang(Ì~- a) M`=i:N`=2.K`=(;  a=b=c=l : q=f;b*=3:c =1 
T;ronutÍ-b) M=N`=1;  KÑ st, =3: b=-3;¿c=U; a=(b'=2;c'=l 


Thí du 6 | 
Tìm m để Q=x)# 4y t+my +3>0,VAcR.VycR. | 
Lời giải 

® Xem Q là tam thức bậc hai dối với x,A `: (ly + my #3) 
Tà thấy Q ~0VxcR,/vVycR <¿ A'<0VSCR <› 4y `+ my +3>0VycR. 
| ® 

lóc 
®«fy)>0,VycR<2 ð-0 <>mẺ 316Z0<2zm < 16.3 <» 4/3<m< 4/3 
Đó là tập hợp các 


m 


Giới Í(y) = 4y ` + my + 3,ð=m — 16.3, Theo():f(y)= 4|v 1 


tí trì của m mà ta phái tìm 


Thi dụ 7 xi 
Tìm m để Q= 9x + 20y)£4/` 12xy +6xz+ myzS0VxcR,VycRUVZCR. | 


Lời giải 
® Viết lại Q= 9x” - 6(2y - z)x + 20y`+ 42+ myz. Xem Q da thức đối với ẩn x. 
Ta có A*, =9[(2y - z)`- (20y`+ 4z`+ myz)] = 9U, 
Với U=(2y - z)`- (20y`+ 4zÌ+ myz) = - l6y`- (m+ 4)⁄y - 32) 
Gọi A,= (m + 4)'z`- 4.16.3z`= [(m + 4)` - 2"3]z` 


' 1 `. 
Áp dụng (Ú) sẽ có Q=9-- 0y~50) h 
s Suy ra Q>0.VxcR,VycR,VzcR <› A'<0VycR,VzcR 
<» U<0,VycR.VzcR () 
»„sẼ Ä 
si @ Uy 
32 64 


Suy ra (I)<> A.=[(m +4)`- 2°3|z`<(0,VzcR <>(m + 4)`- 23<0 
«2 |m+4|<8/3 c» -4-§/3<m<-4+843. 


_Thí dụ 8 | 
Tìm giá trị nhỏ nhất của Q = (x- 2y + l)`+# (2x + ay + 5)` (I) 
_ trong đó a là một số thực cho trước. | 


Lời giải 


“3 


5 : 
Đa ty+ 6e >x-2y+l=t 22% +ay + 5 =2 + (a + 4)y, Biểu 


3\ to SN _- 
thức Qườ hành Q-|L— Ÿ + [2t + (a + 4)y[ = 5L + [4(a + 4)y 14031. 


3 A F 3|) Ít 4)y 13] 
œO=slty 227 =) -a 3+ „It y 13| 
10 20 10 § 
Suy ra : 
® — lẩu đẳng thức có khi t=-^ Sy Lag 
a= .ỗỖJ=. z2 „ đâu đâm ỨC CƠ ẶMÍ=-— <Á>Xx <^ 5E 
5 5 5S : 10 : bỦ 
(5) 
®az-4, Q>0 dịu đẳng thức có khi 
3 
y= 3 ễ. 
v1 « 3= N4 « h = (6) 
t>` x—2y41:0 .=E=— 
E) s a4 


9 
Từ (5) và (6) kết luận :minQ = _,nếuaz 4; mìnQ =0. nếu a- +. 
hì 
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Bời toán 2. 


£ Cho x và y liên hệ với nhau bởi hệ thức Q:= ax”+by)+cxy+dx+ey+f= 0 
£ Tìm giá tr lớn nhất và nhỏ nhất của Ù = Ax + By +€ 


CÁCH GIẢI 


Cuích Ƒ : Nếu BA), Tao (HỈ)£>y= ` 


iu vào (H) có phương trinh bác lai h(x)=0U đời với \. Xem EÝ là tham vỏ: 


Cực dị của [LÝ tìm được trong điêu kiện có nghiêm của PF h(x)=0 
Cách 2< Nen có the, ta biểu điển Q=m`UÌ+nU+k+[f(x)| 


@®)ị 
dD Ì 


$uvz¿z Q=0 >m U $nU#k<0<>U,<U<U, > Min U =U: MaxU = U,} ị 


Thí du 9 


Gia sử x và ý liên hệ với nhau bởi biểu thức Q= 36x `+ l6y`- 9=0. 


Iim GTLN. GTNN của U =y 2x+Š 
Lời giải 
Viết lại (2) c‹>y=2x+U Š 
Thể vào (1) có : IO0x)+ 6U 5)x+ l6(U 5` 90 
Xem (3) là phương trình đối với ẩn x. 
\\=32 1U 5)” 100{16(U 5) 9]=900-576(U-5)` 
Phương trình (4) có nghiêm <› A`>0 <> 900 576(U 5) >0 


có 1Š 25 
c2» l6(U 5)<25 ‹› |U-$%< ‹» <U< 
4 4 : 
B 8U 5) 2 
15 ` A^ 25 5 s 
Dâu dẳng thức : L= ` <>» ki ì ‹» 
2x : 
Ỷ 4 20 v 
: B Ñ(U - 5) 2 
25 
NHƯ. `. : v * ‹> 
23x—” 
3 4 920 
IS 25 
® Do vậy GTNN(U)= 3 ¿yGŒTLN(U)= F 


Í Thí dụ 10. 


Cờ x. v là các số thực liên hệ với nhau bởi hệ thức 
Q<{x` y+l)+4xÌy` x` y=U 
¬..-.........- 
Chứng mình » <x ty< m 


(l) 
@2) 


(3) 
4) 
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4ã 


Cách l (Tư tương cách l) 


Gọi U=x ty. 


âu trúc biểu thức Q sẽ có dạng 


31!v5|Í,„ 3- v5 ì l 
Q-= Ịu sở | ` | ‡ Jf(x.y)| Đo [f(x: | >U.VX nến nữ 


Q=0 Ề 


3 bộ | „.Š mộ 


<0 -=2có (2). 


Trong (2) vấy ra đấu đẳng thức <> QEU © > Ƒ(x, y)=Ð 


(diem) 


® Tacó Q=|(x` y)+l[+4fxy ` x  v`=(x` y) 22x) y+tl+xy xì y 
=lx ty ]`- 34%«Ì+y)+ I+4x`=U`” 3U + I+4x) 


Vì thế (1)<»U` 3U+1+®=0 c3 |U 1 —-4x" 


‹c^ 


® Do vậy : GTNN(U)= - 


_b: cÊ + kếo 


5 
4 


3-5 *2 45 -I 
` 5 
= › 


3 
2 


'Š v. 
s 3VX 
= 


U 


,VxcR, dấu đẳng thức có khi x=0 (dpem) 


x0 


2 


x=U 


345 “2 V5 +1 
2 vi kg... 


x=U 
ST in 3- v5 
® Dấu đẳng thức : U = c— LÊ 
2 xty 
x=0 
u-3+5 : 
2 k 
3— 5 3+: 
Sử ; GINU<3113 


Cách 2 (Tư tưởng cách 2) 


Gïk-| d|ủ _ sẽ 


Điền cửu chứng mình <> K>0.Vxc R.VycR 
> đp` 1/tx:y): K+p`Q=l/(x: y) ` 

Tạ có mệnh lẻ tương hương Q0 <3 K=|ƒ(x: y)]`. 
Từ đó thu dược kết quả cắn tìm 


« Gọi K= 


Í 
3+ v5 0| 3 # _ 
^ 2 P 


>Q+K=l&x` y+l)+4xy` x'y] 


=(2x`+l)(L 2y )+4xy) 


4xy '+2x`- 2y `+ I+4xìy) 


”+ 3U - I= 


(x+y)+3(@x`+y) 1 


G 2yY+30 2#yÐ) 1 


I+2(x #y`) 


I+2(xÌ+y`))=4x` 
Bởi thế Q=0<› K =4x`->»K >0.xcR. dấu đẳng thức có khi x= Ú 


3- v5 3+ v5 
620 xcR ¿z U 3U+1>209⁄4cRé› by <U<Ÿ”” Ÿ” xe R(dpcm) 
¬ ¬ 
, x0 x0 
: 4 ì v5 
® Dâu đang thức U= Tì ¬.`....-. Ms \ 
" ` ty y 
2 2 
_n. x.U x.U 
t5 ( 
Ú=”„ «3|. , 34 xVă. © M5 "1 
nộ. n- „ệi ` 
3 § 3:v5 
«Do vậy GINN(U= Ý Ý”: GIN(U)= ý 
| 
Thị du 11. | 
: by tư =8 () 
Cho x,y.. z là nghiệm của hệ DA 
xvtyz|7x =4 (2) 
h2 8 
Chứng tình TÃ X:Yy:# 


Lời giải 
Nhàn 2 vẻ của (2) với 2, rồi công theo từng về vào (Ú) ta có : (x+y+Z)Ì =l6 
Đặt S= x ty tztacóSÌ=l6.x+ey=§ z @) 
Từ(2) » xy=d (6x+ety <4 (SỐ zz<4 Stz (4) 
Từ (3), C4) >x, y là nghiệm phương trình (ẩn 0) :t` (S z)Lt4- Sz+z =0 (5) 
Gọi A= (SĨ z)`” 4(4 Sz+z)= 32+2Sz+(S—- 16) 
Hệ đã clìo có nghiệm < > phương trình (5) có nghiệm <> Ì z thoả mãn : A >0 
<3 322+25/1+(S) 16)30 @> 32+25%>0 (6) 
Để ý: Từ (6) suy ra Sẽ >0 >Sz= |SI|z{= 2| 


Bởi thẻ ( 6) < » BA | >0<3 [<5 Hay ® cự « 3 
+ 


. § 
Đổi vai trò z lần lượt cho x. y tà thụ được E <x,y,Z< 3 (đpem) 


Thí dụ 12 
Choa + btc=6, (l) 
Hãy chưng mình a +b +c >2 (2) 
Lời giải 
Cách F. Ta có (Ï)<>c=6-a b, thế vào (2) có a`-(6-b)a+(b`-6b+l2)>0 (3) 
Xem (3) là bất phương trình đối với ẩn a, A = —3(b - 2). 
Gọi vẻ trái của (3) là Q. 
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Á 6 
Áp dụng (TÚ) ta có œ|› Ũ 


3 š 
tình ?› >0 ›Q>0 (dpcm) 


2 
b-2-=0 
Dấu đẳng thức có khi : |2a t6-b=0 c>a=b=c=2 
le=6-a-b 
Cách 2. ` ốốốố. 1+1) È+b+€) 
> a >b'+c`>12 (đpem). Du đồng thứ có th |T ° saa=b=e=2 
atbfc 6 


Cách 3. Với mọi ac R luôn có : 

(a- 2)” >0 a` -4at4>0 

(b sả >0<+ Íb` -4bt†4>0-›sa+b+cŸV 1a+b+c)tl2>0 () 
2) >0 c` 4cLt4>0 


Thay a +b+c=6 vào (3) có a+b +c ` 46+12>0<> a+b+c > l2 
Dấu đẳng thức có khi a = b =c = 2. (đpcm) 


(c 


BÀI TẬP 

Mời các bạn áp dụng phương pháp trên cùng các cách khác có thể đẻ làm các 
bài tập sau 
Bài I. Chứng mìnhVxc R,Vyc R luỡn có : 

b) Q=xÌy`- 4xy`+ 2(x`+ 2).y`+ 4xy +x`>0 

c) Q=25(x`+y)+(12- 3x- 4y)72>0 
Bài 2. Tìm GTNN của Q= 19x Ì+ S4y`+ l6z + 36xy l16xz - 24yz 

Hướng dân : 

Viết lại Q=l9x`- 2(8z -I#y)x + 5y + l6 - 24yz; A,= 2U 

Với U = 351y` - 84yz+120z”. Xem Q đa thức đối với ẩn x, 

Để ý: A,= -4035622<0,VzcR -› U>0VzcR 

>A'\<0VzcR ›» Q>0VxcR.VycR.VzcR (đpcm) 

Dấu đăng thức có khi x = y =z=0 
Bài 3. a, b, c là độ dài ba cạnh AABC. Chứng mình rằng 

pa + qb` > pạc`, Vp. qcR thoa : p+ q= Í 
Bài 4. Chứng mình a`+b `+c`+d`+c°>a(b+c+d+ c), với mọi a.b.c.d. e 
thuộc R 
Bài §. Cho ah, c, d.m là các số thực thoa mãn a + c = b + đ và 2m > |ac - b|. 
Chứng mình (x- aXx - bXx-cMx - dì+m >0 
Bài 6. Giả sử x và y liên hệ với nhau bởi hè thức xt£Šy) 4xy x-+2y 6 =0. 
Chứng mình - l<x- 2y + <4 
Bài 7. Tìm GTLN, GTNN của U = x + y + 1. biết rằng : 
xÌ+ 2xy + 7{x + y} + 2y + I0 =0 


%4) 


y 
1 


Bài 8. Tìm GTLN, GTNN của U= ` 


Bài 9. Tìm tấp giá trị của x, y biếtrang x + [2xy + 4y + 4x + Ry + 20 =0 


ni n _ |x kyiZ § 
Bài TÚ. Cho x, y, z là nghiệm của hệ Ẵ 
|xy lyzl7NX 8 
3 


Chứng mình Ï< x:y:Z< 
ì 


: §` tW` kz”=2 
Bài TT. Cho x, y. z là nghiệm của hệ r 
xytyz!17x - 
„4 
} 
Bài 12 Tin GTLN, GTNN của các biểu thức Q sau đây : 


: 4 
Chứng mình TS Vi 


y 4 L+á” Ẽ Ề 
bo? 1)/0=- âe 3. 
X !y (l- 4`} k/ ‡xyty 
CLÑx +7 2xi3 2x 
4 Q=° 5) Q= 6 Q=—^ 
# +l % #w#l x Ix‡4 
xin 


Bài 13. Tìm m để biếu thức Q= . 
X |X† 
3. # I4 
«R8 : mxị | VxcR. 
xKX41 2 


Bài 15. Tìm mìn(, với Q =I9x`+ 54y + 62+ 36xy - 16xz - 24y 
* 


Bài 14. Với piá trị nào của mì thì 


Bài 16. Cho x, y là các số thực khóng âm thoá mãn 2x`+ 2y” - xy = l 
Tìm GTLN và GTNN của biểu thức Q = 7(xÌ+ y`) + 4x`y` 
(Học xinh giỏi lớp 10, tính Hà tĩnh, năm học 1998 - 1999 ) 


§4. XUNG QUANH DẤU HIỆU NHẬN BIẾT 
PHƯƠNG TRÌNH BẬC HAI CÓ NGHIỆM 


I. Các dâu hiệu nhận biết phương trình bậc hai có nghiệm 
f(x)= ax'+ bx+c=, A= b”- 4ac 


A>0 (À,LA.+A,+..+A,>0) 

ac <() (<>x,<0Ú<x.) 

a tbh+c=0 (<3x=!l;:x= tc/a) 

lưcR: af(z) < 0 

lơ, [‡c R : f(z)f(ƒ))<0 

6. lư.ƒ,p.qcR,p+dg 20: pf(œ)+qgŸf() =0 


~ >> à tò — 


L1, biết rằng :x'ty` 6x+2y t6=0, 


Củn ý Trự dau liệu T, các đâu lẻn còn lại áp dụng cho mọi phương trình đa 


thức ( vem thí dụ 6] 
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II. Các thí dụ 
“Thí dụ I. (Chứng minh dấu hiệu 4 )_ | 
Cho phương trình f(x) = ax`+ bx+ e =0, a z 0 và ứ là số thực thoả af(œ) < 0. 
Chứng minh phương trình f(x) = 0 có nghiệm. 


Lời giải 
› 3 b` °- 4ac 
Do a £z 0 nên Í{x) = a(x + LAI Tc a(x +2x hi .., š sẽ 
a 2a 4a 4a 
by A 3 bạ A 
c© +  — <> al(x)— a(xt )—= 
f(x) = a(x ) T- f(x) 3a 1 
3 b„x A 
<> af{œ) = a (œ 1 }ÿ-—. 
Mu 2a 4 
s Ỷ Ễ 5 . 
Suy ra af(œ) <0 9 80+ 2CY Â sọ <» ` y2 )} => >A>0 
2a 4 4 2a 


=> Phương trình (l) có nghiệm. (đpcm) 


Thí dụ 2. (Chứng minh dấu hiệu 6) 
Cho f(x)=ax)+bx+c, a z 0 và œ, ƒ, p, q là các số thực với p` + q` z 0 thoả mãn 
p`f(œ)+qïf (B)=0 (l) 
Chứng mình phương trình f(x) = Ở có nghiệm._ 
Lời giải 
Trường hợp †: Có một trong hai số p hoặc q bằng không. Giả sử q = 0. 
Từ giả thiết suy ra p z 0, và (1) <> pÏf(œ) = 0< > f(œ) = Ö <> phương trình có 
nghiệm x= œ. (có đpcm) 
f(a) f(3)- 0 (2.1) 
f(o).f(3)< 0 3.2) 
~- Nếu là (2.1) : phương trình có các nghiệm x=ơ, x=j). (có đpcm) 
- Nếu là (2.2) : phương trình có 2 nghiệm phân biệt trong đó đúng một nghiêm 
thuộc (œ; ƒ). (có đpem) 


Trường hợp 2: pqạ z0. Khi đó (1) -> 


Thí dụ 3. 

Chứng minh các phương trình sau có nghiệm với mọi a, b, c. 
l) xÌ+(a+b)x- 2(+ - ab+b)=0 

2) x(x-a) + x(x - b)+(x - a)(x-b)=0 

2) HUỢ_ 4JQ --b) 4/bctX< ĐỀ <g] e0 = đi ~3)=Ú 


Lời giải 
l) Gọi fx)=x`+(a+b)x- 2(a` ab+b”) 
Cách !: A=(a+b) +8(a` ab+b)= 3(a + b)` + 6a + 6b` >Ú, Vă,b 
Suy ra phương trình đã cho có nghiệm với mọi a, b. (có đpem) 
Cách 2: ƒ{U) = -2(a`- ab+bÌ)= (a+b)` a ` bỲ 
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+ Nếu a =b=<U—>/(0)= 0< > Phương trình có nghiệm x = Ú. 
tNểua +b Z0 >1 /00= (( bị aố  b<0ÚVaà,b 

#3 Phương trình có 3 nghiêm phân biết trái dấu 

on lín phương trình luon có nghiệm với Vă,Vb. (đpem) 

3) Gọi EX)= XS AI £X(x bJ)#t(x a)(x  b) 

® Cách Ứ: Khai triển Í(x) tà có Í(x) = 3x” 2(x+ b)x + ab 


Eicó Vẽ(+b)  3ab=a tb_ ahb= : |(a bì +a tb|>0,Va,b 


<> Thương trình đã cho luôn có nghiệm. (có đem) 

œ«Cúcíi Ð - Tà có : /(U) = ah, f0) = a( b),/th =b(hb a). 

Sự rà E(0)f(A)ftb)= ab lá bì 

tz=()- sẽ có/(0) =/Lá) =Ö < > Phương trình có nghiệm x =Ô, x= a. 

t†=U; sẽ có /(0) =/(bì =U<> Phương trình có nghiệm x = Ú, x = b. 

ti=b- xẻ có /() =/(b) =0 <3 Phương trình có nghiệm x = a, x =b. 

tiz02bzUa 2b sẽecóf(0)f(4)f(b) = a bà bị <0 —-> Trong 3 số f(0), 
f(0, Fb) at phán có một số âm. Chẳng hạn f(a) < Ô (®) 

Đk ý răng f(x) có hệ số của x` là 3>U (**) 
Tù(C#!) và (#7) suy ra phương trình đã cho có 3 nghiệm thoả x,<a<x› 

á: kết quả trên chứng tò trong mọi trường hợp, phương trình đã cho luôn có 

nghiện (dpem) 

3) Gọi /x) = ab(x - a)(x— b) # be(x - b)(x— €) + ca(x - c)(x - a) 

Thzó : /U =bc(A1 b)(i c),/ồ) =ca(b c)(b— a), /C) = ab(c - a)(c - b) 

->4)/(b)/€)= abcl(a b)(b c)(c a), Suy ra: 

ti=0hoặạc b=c >/(h) =/c) =0 c3 Phương trình có nghiệm x =b, x =c. 

từ =0 hoặc a =ec —> /4) =/c) =0 <> Phương trình có nghiệm x = ñ, x =C. 

tc= 0 hoặc b =a -> /A) = /b) =0 <3 Phương trình có nghiệm x = a, x = b. 

tibc(( b)(b c)(c a)Z0->/0)/)J/@€) <0 —› Trong 3 số f(a), f(b), f(c) ất 
có mậ số âm. Chùng hạn f(a) < 0 (*) 

La có : f(0) = a'b + bc +cầa >0 (*#) 

Tù(*), (#*) —> /0)/01)<0 suy ra phương trình đã cho có 2 nghiệm phân biệt. 
Các ktt quá trên chứng to trong mọi trường hợp, phương trình đã cho luôn có 
nphiện. (dịxm) 


“Th dụ 4. 
Chí a, b.c, p. q là các số thực thoả mãn. ä + pb + qc=0 (l); q>0;q>p ` @) 
_Chíng mình phương trình Í(x) = ax'+bx+c=0 (3) luôn có nghiệm. - 


Lời giải 
Trường hợp  p<=0 Khi đó (1) c>a qc. (4) 
Phương trình (3) trở thành -qcA + bx+c=0 Suy ra: 
+ Neu c =ÔÖ, phương trình (3) có nghiệm, ít ra là x =0 
+ Nếu c z0, kết hợp với q > Ö và (4) suy ra a 2 0. Do vậy phương trình (3) có 
A=b+đqc` >0 Suy ra phương trình (3) có nghiệm. (đpem) 


"3 


Trường hợp 2. pz0 Khi đó, chia hai về cho p` > 0, ta có 


t se (6È 2b se«C3— esdesTlgja.39TP.f0)=0 (5) 
PP P P P 


+q=p`:(5) ='}: 0 => Phương trình có nghiệm x = : (đpcm) 


f)= f(0)=0 (6.1) 
+q>p`<»q-p`>0: (5) -› ì 
f(-)f(0)< 0 (6.2) 
p 
Suy ra : 


- Nếu là (6. 1) : Phương trình có 2 nghiệm phân biệt :{x,=Ô; x-= ° } (đpcem) 
P 


Nếu là (6. 2) : Phương trình có 2 nghiệm phân biết, trong đó một nghiệm nắm 
l 
giữa Ö và — (đpem) 
p 


Tóm lại trong mọi trường hợp, phương trình đã cho luôn có nghiệm. (có đpem) 


Chẳng hạn: 
® (1) là hệ thức 2a + 3b + 6c =0 (`) 
Ta có (9) <3 a+ 2 b+äe=0 «° H thể +3c)=-0 
4. ,2 I 2v. 1 fỐ)= f(0)=0 
c© Lai bàn. Tiếu bó: 1vaayboe #2 )* gIẦU) SỦ -> 
` f(—)f(0)< 0 
3 
Phương trình có nghiệm hai nghiệm x=0; x= : 
= ẢNG. 3 = (đpcm) 
Phương trình có hai nghiệm trong đó một nghiệm thuộc (0; l) 


Cách khác: (l`) c> c+(a+b+c)+4 


Sú LI dÌ' 0<>f(0) + tsf| |» 
4 2 2 
Bấy giờ có hai trường hợp xảy ra : 
Trường hợp l. ƒ{0)= ID L)=0 =2 ftx)=0,VxeR 

=> fx) nghiệm với VxeR. Có đpcm 


Trường hợp 2. IW(0)+|f 


] +Iƒ(1)Iz0 => Trong 3 số LA0.f[ ]./tDI ắt phải có 
một số trái dấu với 2 số còn lại. 
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(1) : SÁ hở 
Nếi /(0). /| s4 |«o <3 Phương trình có hài nghiệm trong đó có một nghiệm 
(37 


1 
thuộc Íc 3| Có đem 


Neu f(0)f(1)<0 <> Phương trình có hát nghiềm trong đó có mọt nphiểm 
thuộc ((: [). Có đem 


1Ì ñ 
Neu (Ú).f . <0 _<» Phương trình có hai nehiểm trong đó có một nghiệm thuộc 
b 1Í. €ó đpc: 
-? €ó đpem 


® (1)lở hé thực Ša + 3b + 2c =0 

3. œ 3 3 
Ta cc (2))<»>a+—b+ _ cẽ0<c3 tại bí 
" 9 s 


5 
(0 0 
(0) li 
0» 


Š 
f(0).f{—|<0 
(0) E] 


| xasœ trìnhcó 2 nghiệm x=Ú. x= E 
> đpcem 


Q0; ] 
3 


Cúch kiác : (2`) ©> (4a + 2b + c) + (a + b+ c}=0 ‹ › f(2)+f(1)=0 


ương trình có 2 nghiệm trong đó Ï nghiệm thuộc 


f(2)=f(I)=0 
f(2))< 0 


phương trìnhcó 2 nghiêm x= Í; x =2 
= xà ' Ồ ` > dpem 
phương trình có 2 nghiệm trong đó Í nghiệm thuộc (I; 2) 
6(I\Mử hệthf- —Š—-+—®. y Ê =0 (mlBs6thựoduong) @) 
m†2 mìịil m 
GCớứclJ. Ticó (312 mở | tạp -0 
m2 Ím+2 mịil m 
+ l2] ĐỀ vai), c 
mị2 m †2 m(m + 2) 
: {;] f(0) =0 
= r1 lạ0-03 : 
m 
kibệ (| ;2|£eo<0 
m+† 
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phương trìnhcó 2 nghiệm : x= Ú, x= kA-,. : 
m{+2 


* > dpem 
phương trìnhcó 2 nghiệm trong đó Ï nghiệm thuốc Ễ 
m 


Chú ý: Kí m=1, hệ thưức (.Ÿ”) trở thành hé thước: (1) 


Thí dụ S 

Cho a, b, c, d là các số thực thoả mãn : a< b< c< d. 

Chứng minh Vp, qcR phương trình f(x) = Ö luôn có nghiệm, với : 
l) f(x)=p(x -a)(x -c)+ q(x- bXx d) 

_2) f(x) =p(x - a(x c)tq(œ%x b) 


L8 giải 
I) Từ giả thiết a <b<c<d->»(a - bXa - d) >0: (c - b)(c - d)<0 
>(a- b)(a - đ)(c - bXc - d) <0 
Ta có fta) =q(a-b)(a - đ),VpcR; /tc) z q(c - bXc - đ) .Vpịc R 
=ƒta)./ftc) =q (a ba đc bXc -đ) Vpc R 


® q=0 ->/fa)=ƒtc) =0 —> Phương trình có 2 nghiệm phân biết x = a, x = c. (2) 


«qz0, kết hợp với (I) ->/ta/tc)<0 
> Phương trình có 2 nghiệm phân biệt x,. x- thoả mãn |"  X: 
Ñ, << K; <€ 
Từ (2), (3) kết luận : Phương trình đã cho có 2 nghiệm phần biệt Vp,Vq 
(đpcm) 
2) Từa<b<c<d -›»(a b⁄c b<0 
Xét fta)=q(a-b),Vp; /tc)=q(c b),Vp -2 /ta)/(c)= ga b)(c b),Vp 
®q=0 ->/(4)=/(c)=0 -› Phương trình có 2 nghiệm phân biết x=a. x=c. 


@) 


(4) 


(5) 


« q#0, kết hợp-với (4) => ffaV(C) < Ú -› Phương trình có 2 nghiệm phân biệt 


a<x,<c<x; 


x,.x; thoả mãn (6) 
X,<a<x,<c 
Từ (5), (6) kết luận phương trình đã cho có 2 nghiêm phân biết Vp,Vq. 
(đpcm) 


Lời bình. ương trình có nghiêm không phụ thuộc vào p, q. mà hài đại ling này 
không có điển kiện ràng buộc nào để đánh giá. nên tạ vét các giá trí đặc biết làm 


triệt tiêu p hoặc d 


"Thí dụ 6. (Học sinh giỏi lớp 12 tỉnh Hà Tình, năm học 996-997) 
Chứng mình răng : 

Nếu phương trình ax`+(c b)x+e d=0 (1) có nghiệm lớn hơn I, 
thì phương trình ax” + bx`+ cx`+ đx + e = 0(2) có ít nhất một nghiệm 


$6 


Lười giải 


Gò x >1 là nghiệm của phương trình(T), tức là ax, +(c b)x,+£e d=0 


€' a4, #CX +e=bXx +d (3) 

Ga Í(X)= ax + bk + cx + dx te£>(X)- (AX £CX tcJ}+ x(hx`+đ) 

Dò x >l nen NI. vài x.<U (4) 
ø s ! 

Xét f(J. ]=(ax, +ex,+e)+ (vụ (bx,+d) (5) 

Thay (3) vào (5) có f(/¬ E (l+ xu JWbx,+d) (6) 

Trơng tư có fÍ ý.) (l N Wbx +d) (7) 


T (É), (7) dẫn tới tÍjx, }.f| jx |=1— x,(bx,+ d) ` < 0. Suy ra phương trình 


(2;cc nghiệm. (đpcm) 


| Th¡du 7. 
Ciứng mình tập hợp nghiệm của tập hợp các phương trình sau đây khác rộng : 
L)Hai phương trình x + px +q,=Ú: x +px +d.= Ö trong đó p,, p., q,. q› là 
các số thực thoả mãn p,p- > 3(d, + q-) 
2 Bà phương trình ax + 2bx +c =0; bx + 2cx +a<=U;cx + 2ax+b=0 
troip đó á, bạ c là các số thức bắt kỳ | 


Lời giải 
1) GiÁ,=p, ` 4g; Ac=p-- 4g. 
Tocó A,+ A=p, tp ` d(q+q)=p/ +p. ` 2pp.+2[pp. 24, +£ q›)]} 
=(p,- p)`+2[pip: 30J,+q:)] @) 
Tieo giả thiết pạp- > 2(q, + q-)<> pịps 2(g,+q-) >0. Lại có(p, p)`>0 
Úà vậy từ (l) suy ra A,£+As> Ú .Vì thể, trong hài số A,, A. có ít nhất một số 
khóa: âm hay trong hai phương trình đã cho, ít nhất một phương trình có nghiệm. 
(đpcn) 
2) Gi A'=b-ac:A's=c” ahịA'¿=a - bc 
S%có A'),+AtA,=a+tb tcS ab bế ca= : {tì b)`+(b- c) +(c a1] >U 


Sw ra tro. 3 số A2, `), V`, có ít nhất một số không âm hay trong bà phương 
trình Eã cho, ít nhất một phương trình có nghiệm. (địcm) 
Thidu 8. 

Các phần tử của A sơn xanh, các phân tứ của B sơn đỏ. Người ta xếp các phần 
tử ca A và B lên một trục số. Tìm m để A- 2B có 4 phần tử và 2 phần tử cùng 
màt của chúng không đứng kẻ nhau. Với: 

1) A=}xcR|x` 6x+m=U!(l):  B=‡xcRlx: 5x m=0} (2) 

2) A=lxc R|x` xt2m=0); B=JxcRlxÌ+xt+m 2=0} 

Tơng bài toán này hiểu đổi tượng tập hợp là các số thực. 

Hã phần tử khác nhau nếu và chỉ nếu các số biểu thị chúng khác nhau 
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Lời giải 

l) Rở ràng AB có 4 phần tứ và 2 phản tứ cùng màu của chủng không đứng kẻ 
nhàn khi và chỉ khí các phương trình vÌ~6v+i=0, vÌ<Šv =0 có nghiệm ven kể. 

® Cách l (Sử dụng định lý ko của tam thức bạc 2) : 

Gọi f,(x) =xÌ— 6x + m; g,(x) =x`—- 5x - m, Rõ ràng Í(x)=g(x) x#2m. 

Lại gọi x,› là các nghiệm (ến có) của g,(X) 

Suy ra f(x, -\ = 2m — x, ›. Ký hiệu [I=f,(x,)f,(x›). 

Hai phương trình có nghiêm xen kẽ khi và chỉ khi phương trình g,(x)=0 có hai 
nghiệm phân biệt x,; x‹ thoả mãn TT = f,(x,)f,(x-) < 0. 

+ Phương trình (1) có hai nghiệm phân biệt > A,>0<> 25 + 4m 


25 
‹>m> ` @) 
4 
+ lI= (2m - x,)(2m - x;) = X.X› 2m(x, + x;) + 4m” @) 
Theo Vi-et x,x;=-m; x,+x; =5; thay vào (3) có [I=4m`- IIm. (4) 


Bởi thế : H <0 <>» 4m` -IIm <0» 0<m< r 


Từ (3), (4) kết luận : Tập hợp các giá trị phải tìm của m là 0< m < 


® Cách 2 (Dùng đỏ thị để tìm miền giá trị) 

Viết lại (I)<>m =/fx) = -xÌ+ 6x 
(2)<»m =h(x) = xÌ - 5x 

Vẽ các parabol (P): y= ƒ(x): (Q): y= h(x) 

Thây rằng (PvQ)=|O(0:.0), A(ˆ:”,) 1 

Căn cứ vào đồ thị suy ra tập hợp giá trị 


phải tìm của m là 0<m< b .(h.9) 


Hình 9 


se Cách 3 (Tung độ giao điểm 2 parabol ám) 
Vẽ các parabol (P) : y= x” -6x+m; 
(Q): y=g(x)=x”-5x-m. (4) 
Phương trình hoành độ giao điểm của (P) 
và (Q) là x`-6x+m=xÌ-5x-m ©» x=2m 
Thay vào (4) có tung độ giao điểm là 
y=4m”-IIm. 
(Ø và (Q) đều lõm nên hai phương trình có 
nghiệm xen kẽ ©+> Tung độ giao điểm của 
(Ø và (Q) có giá trị âm <> h(2m) < <+4m`- IIm<0 


#mˆ-IIm|- 


HH Hình 10 
«»0<m _= .(H. 10) 


2) Gọi f(x)=x”+ x + m - 2; g,(x)=x”- x + 2m. Rõ ràng f,(x)= g,(x) + 2x - m2 
Lại gọi x; ; là các nghiệm (nếu có) của g,(x) => Í(x,›)=2x,+-m-2. 
Ký hiệu II=f,(x,)f,(x,). 


S8 


® 1z phương trình có nghiệm xen Kế Khi và chỉ Khi phương trình p,(x) = Ö có 


hàn nèhiem phần biet x¿: x. thoä mẫu TT = F(X,1(x:)< 0 


| 


l) x +4x 2|x al+2  a=U (l) 


+ PHương trình CŨ) có 3 nghiệm phần biết  » `. =l: Sm>Ô0 < » m< (3) 
+]l=(2x, m-2)(2x. 2)=4x,x, 20n £2)(x,+ x:)+(m+ 2) (8) 
The» Vi-etL x,x.=2m; x #x. =1, thầy vào (4) có FÍ m + IÚm 

Bởi he TÍ<0<>m + Im<0<y I0<m<0 (5) 


® 1((3), (5) kết luận - Fấp hợp các giá trí phải m của m là 10< m<0 

Thị lu 9. 

E.Tina để phương trình x # 4x — 2Ix- al+2 a=0 có đúng 2 nghiệm phân biết 
2. Tim a để phương trình x|x + 2a| + — a =0 có T nghiệm duy nhật. 


Lời giải 


Tập :ác định : R 
k I ạ 
K tL2xI12+1<0 ()|s(x) _(x13)- 

W 3 3 (A}W-x 


x>u z 
| > 
(l) «» vã kì 
'; t4} -a°U 
3 $ 
x<a 
&x41`-1-a (@) ` 
3) : 3 
x>u 
c2 1 si › XS 
lạ „a L3) 3 a  (®) Hình II 
x<¡ủ 


Vẽ các đường thẳng (®) : y=a; (Á): y=x và các parabol 
: +. Ÿ 
(Z/) y=f(X)= (x+l) -1:(®): y=g(x)= Ì (x+3) °` 
3 


Chu: Gọi I=(A)ZXA). Xét điểm M(v; a)e( 2) xẻ có : 
+ M nằm phía trái điểm F €é»v <a c3 Mỏ trên (A). 
+ M năm phía phải điểm l ca sa c2 M ở dưới (4) 
Bơi táy: 
Số rnhiệm của (3) bảng số giao điểm của (9®) với phần của (2,) ở không trên(A). 
Số nghiệm của (4) bằng số giao điểm của (®) với phần của (Ø5) ở trên (A). 
Thâ: rằng (,)3(2)=1A: Bj, trong đó A=(-2; -2), B=(-I; - l). 
Căn cứ vào đồ thẻ suy ra phương trình có đúng hai nghiệm phân biệt khi và chỉ 


khi äa< 5 hoặc a>-22. 


2) x|x+2a|+l-a =0 (l) 


Tiâpxác định R. 
s9 


x>- ?a 
Tà có (l)<> 3 Gọi f(x) = x|x + 2a| + Ì- a; 
x -2axkl-n=0 


ì tF2ax 3 Ï -a=U 


x< 2a 


: : : I1 J5 
f,(x)=x`+2ax+l a: f(x)= x`-2ax+l-ay A'),=a+a-l,A'=0<>»a - — ÓC, 


A's=a`-a+l, A'>0, vớiVacR. Tà có f(-2a)=f,(-2a)= f(-2a)=l-a 

Hoành độ đỉnh của các parabol (P,) : y= f,(x), (P-) : y=f-(x) đều bảng -a. 

Tà có bảng biến thiên của các hàm số f(x), f,(x), Ís(x) trong từng trường hợp như sau: 
® Trường hợp †. a<0 ~> a< 2à 


` ~#, „8 -a xứ 
‹ t 
lụu 
{ + + 
F » Ỉ 
sx) > | 
2 tử 
» 
LÊ vớ 
‹ . 
Ñ. =& I-a 


Từ a<0->l a >0. Bảng biến thiên cho thấy phương trình luôn có một 
nghiệm duy nhất suy ra a<0 thích hợp với yêu cầu bài toán . (2) 
® Trường hợp 2. a>0 => 2a<-a. 


b<=. -2n -a tp | 
¬ » 
/ì 
. ˆ c 
v 
£#4x) 
l-a . 
#4) 
> Ị 


AM. -Wi | 


bảng biến thiên cho thấy phương trình có một nghiệm duy nhất 


a>l 
I-a<0 ự @) 
= c» 
-Â,>0 Ú<a< Ly ở 
2 
® Trường hợp Ÿ. a =Ó, f(x) = xÌx| + =0 c>x=-I 
=> a=0 là một giá trị phải tìm. (4) 
Từ (2). (3), (4) suy ra : Tập hợp các giá trị phải tìm của m là 
a>l 


I+ 5 
¬5 


0<a< 
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| Thì dị 10. 
| Chữa tỏ tập hợp A có phán tự có định với mọi mà Tìm m để A có đúng 2 phần 
ur Và 
| a0) 2=‡xc RỊx” mx‡£l m0) 
| bJ /=}x¿ RỊv  (mÈT)x tim m 30x m +2m+ <0) 
Thọig bài toán này hiểu đói tượng tấp hợp ll các so thức 
| Hữi thần tự Khác nhàu néu và chỉ nêu các só biếu thị chúng khác nhau, 


Lời giải 


a) Vết lún: XỔ mx4l màU ¿2x tT mịx#l)<( (1) 
® Tài hợp A có phản từ có định với mọi mì š ý Phương trình (E) có nghiệm khong 
`: mi 0 
phú thu m Điều đó xảy ra khiva chi khi 2 “›&= ÍT 
` WW E1 'U 


Väykhi m thay đồi, tập hợp A luôn có mớt phần từ có định là x= 

Từ k*t quả trên suy ra (Í)<>(x£l)(V- x‡l m)<0 Gọi f(x)=x” x+i m. 

® A có đúng 3 phần tử khi và chỉ khi tập nghiem của phương trình (l) có đúng 3 
giá trí Điều đó đạt được khi và chỉ Khí ECxI=U có các nghiêm x, - thoả mãn một 
trong hi trường hợp sau đây 


f(C 1-0 
nn Ỷ mz:.Ú 
Trương hợp l: Íẽx,ZX: c> |} c cà) ‹> m=3 (3) 
- | l- mzl 
") 
À, ở 4m 3 0 q 
Trieng hợp !: E7X=X c3 b ‹?zÍl] €2 R=` (3) 
“1 # 1 + 
3ù R) 
Eừ Ó), (3) - › Tập hợp các giá trì phải tìm của m là m=3 và m= sẽ 
b) 3em phương trình xÌ-(m+l)x t(m` m 3)x m +2m+3 =0 (4) 
«>(w« lIìm (Xx+x 2) m+x` x` 3v+3<=ÓÚ0 
“-1:0 
Xét lx ix 2 0 ‹» X=l 


$& 8 '3§⁄3' 9 

Suy a phương trình (4) có nghiệm x=l kFóng phụ thuộc m < > Tập hợp A có một 
phần tứcó định (x=l) với mọi m. (đpcm) 

Từ kết quá đó suy ra : (f) <3(x 1)(x` mx+m` 2m 3)=0 

Gọi x)=x` mx#m ` 2m 3. 

® A ;ó đúng 2 phần từ khi và chỉ khi tập nghiệm của phương trình (4) có đúng 2 
giá trị. )ieu ấy đạt được khi và chỉ khi xây ra một trong hai trường hợp sau: 


HN.) S 
m -3m 2 0 31 17 
Traếng hợp l. ‡c «ca ` <» m= (5) 
Z1 m 2m 4⁄0 2 
h) 


6l 


Ẩ,-0 5 
me L.à 3m` | Rm +12 0 21 3 
Trường lớp 2. b ‹› <> m= (6) 
: z1 m z2 3 
+a 


Từ (5), (6) suy ra tập hợp các giá trị phải tìm cúa m là: 
| 3+ M17 24 " 
, t8=————; m==——— 


2 3 


Thí dụ 11. 
Tìm a để phương trình (a + Í)x” - (8a + Ï)x + 6a = Ú có đúng T nghiệm tÍhuộc 
khoảng (0; Ì) 


Lời giải 

® Trường hợp Ì: a+l=0 <> a=-I, Phương trình đã cho trở thành 7x - 6 = U 
6 x.. 

Mộ 2Sếy Lá DỊ Tae căn l là giá trị phải phải tìm. (I) 


Ò ® Trường hợp 2: az 1.tacó f(0)f()= 6a`<0Va 
+ a=0, phương trình đã cho trở thành x” x=0 <> †x=0; x=l} 


=> a=0 không phái là giá trị phải tìm. Œ®) 
+a2z0->/0)/00<0 -› Phương trình đã cho có đúng một nghiệm thuộc 
khoảng (0; 1) (3) 


Từ (I), (2). (3) suy ra phương trình đã cho có đúng một nghiệm (0; L) khi và chỉ 
khi a0 


Thí dụ I2. 
_ Cho m> -I.Tìm nghiệm lớn của phương trình xÌ+2m 6)x+m II=0 (I) 
Lời giải 
Viết lại (1) <> m(2x + Ï) + x”- 6x - II =0<>(m+l)(2x+l)+x`-8x- I2=(0 (1`) 
Thấy rằng x = - _ không phải là nghiệm của phương trình ( L). 


Chia hai về của phương trình (I`) cho 2x+|[ ta có 


: 2 
(1) <>m11 s do E2 § Bởi thể: m>-l<> m+l>0 
2x1 l 
› kì 2 kì 
cœ TẾ 1+, sí, 64t -4 Ẩ 7) co từ 
2x11 2x+l 
Dâu vế trái (VT) của (2) : 1 x 
Căn cứ vào đấu VT(2) suy ra tập nghiệm của bắt phương trình (2) là 
xe(c=;4. 2/7] ‹| „i4 ! súi| @) 
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Gót x, là nghiếm của phương trình (l) với > l1 


Eứr (3) say ra máaX(v,)= + v7 Nói khác đi, với m >1, nghiệm lớn nhất có 


thể của phương trình (L) là x= 3+ v7. 


BÀI TẬP 


Bài Í Chứng mịnh tập hợp nghiệm của tập hợp các phương trình sau đày khác 


tổng - 
1) Hai phương trình : x`tax+b=U; x 'tbx+a=0 trong đó a, b là các số thực thoả 
: IL.1 f1 
mm - ‹ 
a th 2 


3) Ba phương trình : x taxtb Í=U: x'tbx+£c Í=0; x'#cx+a- =0 trong đó a, b,c 
là các số thực bất kỳ. 
Bài? Cho tâphợp A=jx‹c Rx` (m` m‡7)x 3(m`m 2)=0) 

1) Chứng tỏ tập hợp A có phần tử cố định với mọi m. 

Tim m để A có đúng 2 phần tử. 

2) Tìm hè thức đóc lập với tham xó liên hệ giữa các phần tử không cố định của A 
CHiông hài toán này hiểu đối tượng tấp hợp là các xó thực. Han phần tử khác nhau nếu và chỉ 
ác xô biểu thị chúng khác nhàu ) 


nếu 


Bài 3 Tìm mì biết rạng phương trình xÙ + 2mx + 2m ` — 1= Ö có hai nghiệm thoả mãn 
|x|< 1 <|xi| 
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Chương II. 


TAM THỨC BẬC HAI 


§1. KIẾN THÚC CƠ BẢN VỀ TAM THỨC BẬC HAI 


Ø\x)= ax?+bx+c (az0) 
A=b'-4ac 


Kí hiệu x,. x; là các nghiệm của Í(x) = 0 
1L. Định lý than 


®A<U: a/(x)>0.VxcR 


sSA=0: a/(x)>0,Vx Z 
“a 


X<X, 
a.f(x)>0$> 


x>x 


®A>U: 


a.f(xX)<4>X.<xX<X, 


2. Định lý dưo 


^»u 
® a/(ư)<0<>» 
X;,<q¿<Xx; 
< < b 
< ` ~x+\ 
af(a) >0 l b1 L5 !uen n 4 
° > œợ |X,: x:|: tê 
A»0 ` 
X,<X;,<\q® "gu : <q 


sa/tœ)=0 —> ứ là một nghiệm của ƒf\) 


Sex, b 


3. Định lý Viết: 8ðÔỒ A>(U > 


§2. NHỮNG BÀI TOÁN VÀ PHƯƠNG PHÁP GIẢI 
Bởi toán 1. Giỏi bốt phương trình bộc hơi 
Thị du T. 


lm m đe phương trình sau có nghiêm :(m 20x £2(2m 3)xtSm 6=0 (Í 


Lời giải 
®$101ờng bếp Ƒ m= 3 Tacó ( ¿>x= 3 3> m=2 là một giá trí pÙ.a tìm 
(3) 
6 1i ương hàm Ð  m ¿3 Tacó: VÔ =(2m 3` (m 2)(Šm 6)= m +m 
ề m‹ 3 
Phương trình CÍ) có ngheếm<+ XẺ>0<> m+4dm 3 >0 <‹> «m3 LÝ) 


Lừ (3). L3) suy ra tập hơn các giá trị phải tìm của m là Í< m < 3 
Øiv Khi da the và của (1 chưa tham xó, phương trình có “dạng bắc hài”. bài 


phíi Liem trở Hướng lop d= f! 


| 2474 l5 
¡— Thidu 2. Giải bắt phương trình : >0 (lì 
| 2—7x + 3x 


Lời giải 


Gói fxÌ=2+7x lấx 


Gọi x)=Z2 7N+r3N : „ Tà có bàng sau : 


3 
` ⁄ | lộ 2 + 
S M 3 
/x) Ú +3 + lÙ 
DàU + + Ụ ÚÙ + 
f(x) 
+ J"-- ~ 
#(X) 


Căn cứ vào xét đầu trên suy ra tập nghiệm của bất phương trình (L) là 


I + 
Ị ` : <x<2 
lÑ 3` # 
| Thí dụ 3 
| PL). 
Giải bật phương trình: 3x” 6x+5+ —, >U (I) 
| K -3 x43 


6S 


Lời giải 
3 s 9Ñ —4 3 
21 TT nhớ „+ S "so 


3š x`-3x13 


Viết lại (1) <> 3(x-l) + 
x-3x+3 


2, s . 
F ch An >0ể ý 3x` - 3x +3 >0 VxcR (do A<0) 
x 


€>3(x- l)+ 
+3 


=> Bất phương trình ( l) có tập nghiệm là R. 


_ Thí dụ 4. 

Tìm m để phương trình sau có các nghiệm trái dấu : 

(m`- I)x`+(m+ l)x-m+2m+3=0 - >.-. (1) 
Viết lại (1) ©> (m+ I)[(m - I)x`+x - (m- 3)] =0 Ø2) 


Trường hợp Tà : m = -l, Phương trình (2) <> Ôx=0, đúng VxcR 
> (1) có võ số nghiệm trái dấu -> m= l là một giá trị phải tìm. — (3) 
Trường hợp !b: m = l, Phương trình (2) <3» x+2=0 ‹»>x= -2. 
>m= I không phải là giá trị phải tìm. (3) 
Trường hợp 2: —I #m z l, gọi fx)E(m - I)x`+ x - (m- 3). 
Phương trình (l) có các nghiệm trái dấu <-> ac < Ú 


lzm<l 
<>_(m- I(4m-3)<0 <+> (5) 
m >3 
À9) 22 33G : „Jm<l 
Từ (3). (4) và (5) suy ra : Tập hợp các giá trị phải tìm của m là đề 
m> 
“Thí dụ 5. ¬——=... : “ 
Giải tt dung tuẩ: =-S—— q0) 
: — w-gÐtl w 4t! 3 


Lài giải 
^ 4 VN ` ¬. Ko ng 
(l)<> x[(x+x+l) (x #4 (§ x#+lXXx +X+l) <>2x > ;I0 +l) -xị 
<> 3x >x'+xÌ+lc> (x`- l)<0<>x=!I 
[Thidge. —— 
(—_ Giải bất phương trình (2 7x+3x)V3--5x- 2x` >0 ú) 
3—%%-2x`- Ú 


(l)<2 


3 5x 2x S0 
2 .7xI13x >0 


| 
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`. 


Chú ý. Bít phương trình trên thuộc đạng /(x) vetx) >0. 
Gi tập xác định của /tx) là D,. Tạ có: 


.cÐ, 
Ẳ —— g(x) =0 
fx) jg(x) >Ú ‹> ` 
g(x) >0 
f(x) >0 
Thí dụ ˆ B =~ 
Với mỏia >0, giải bất phương trình a'x #6) x+9a+3>0 UING 


Lời giải 
®a=(0,Tacó (Ï) s> x<3 (2) 
®a >0, Nhân hai về với a có (l)<> a'x'#6a'x ` ax+9`+3a>0 @) 
Đặt t=á, phương trình (3) trở thành tÌ + 6át” - t+ 9á ”+ 3a >0 


€3 98)< 32+ l)a + (>0 (4) 
Ac=90)+ D)`~- 49(°- D=9(4U)+ 4t + D)= 9t+ l)Ì 
: __É‡11 
VP(4) =0 ‹>a= Ta can c> 5 Suy ra : 
v . xi 
3 


VP(4) =9(à— a0 s)=9|a I : = † " lEesesane ae 


Suy ra: (0<>»(#t+1+3a)0 ` t+3a) >0 
<>(#t+l+3a)( t+3a)>0 (5) 


: l 3 cự 
Đềý: chút L+3ác|| ! 3 SP +3a >0,Va >0. Bởi vậy : 


(3)€c>£-t+3a >0 <› a(ax) x+3)>0<› ax” x+3>0. (6) 


ÁtZl-12a<0 <»ä> 
2 

; LIVT 12: 

Các nghiêm nêu có của phương trình ax” x£3=0 là x,= £ 2 
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a> " <0),sẽ có (6) nghiệm Vx © R 


^4 
Suy ra : I- VI - 12a 


Ï xế 
¬ 
0<a< _(Á >U0),sẽ có (6)<4> — 
12 1+ V1 -12a 
x> 
Z: 


Tóm lại: ® a=0: Bất phương trình có tập nghiêm là : x<3 


II vI-12a 
Ị - ) 
®0<a< —: Bất phương trình có tập nghiệm là : — 
l2 «Ä 1+ VI - l2a 
. 
3 
sa> _ : Bất phương trình có tập nghiệm là R. 
Thí du8  - | 
Si : ¬. 4x 2px : | 
Tìm p dể bất phương trình sau có nghiệm ; —-—; ; #=z+l<pz0(1) | 
don GIẢ: MO š : : — lwẩx w l+K | 


Lời giải 
Đặt t= Re „ HH < 1. Bất phương trình trở thành /): +pt+l p`>»0 — ©) 
KG 
Bất phương trình (I) có nghiệm < > Bất phương trình (2) có nghiêm lt< Ì. 
ø Tủ giải toán bằng phương pháp gián tiếp 
Do ä= [ >UÚ, nên bất phương trình (2) vô nghiệm trên [ -1; FỊ c3 /00<0Vtc|—=1: lỊ 
f(-Il)<0_ |2-p-p`<0 p€(~%,--2)U(1,t+) 
= c© < 
f()<0 23+p—p <0 p€(-%,—=1)UŒ,++~) 
® Từ (3) suy ra phương trình (Ï) có nghiệm khi và chỉ khi |p|<2 
Vậy In| < 2 là tập hợp các giá trị của p để bất phương trình có nghiệm. 
Thí dụ 9. 
Khi m < 2, tìm nghiêm lớn nhất (có fiể) của phương trình 
(m - 2)x`+ 2(4- 3m)x + 0m -II =0 


c |p|>2. (3) 


Lời giải 
Viết lại (m 2)x)£2(4  3m)x + lÚm ll=0<czm(v 7 6X41U0)=2Y Nx+lTEtl) 
2x - 8x (IlỊ 


x_ 6N ¿10 


Thấy rằng x”- 6x + I0=(x 3) 0+1 >1.VXCR nẻn(Í)€> m= 


2x` -§x +] 2x -Ñx 1 
Bởi vậy m <2 <3 - — S2 3<U 


x`-6x†10 ” ” x`-6x 110 
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34 BHAtŸ(I 3x 6x4.†0 d(x Š) 
“1 s2 <2» x< 
À 6x + 10 X 6x L0 
Váy nghiệm lớn nhật có the của phương trình Khi m < 2 là x = S 
Bi toán 2. So sớnh nghiệm với một số cho trước 
Muôn sở sánh số thức ứ với nghiệm của phương trình bắc hai 
f(x)= ax + bx +c= Ö, 1á thực hiện theo trình tự sau đây: 
[nh /t) 
“ Hi uyan 
vế ~ s ' óc kc 
z ' ` 
Ló ' _ 
a/(œ)<0 J)=0 a/tœ)>0 
P ` 
⁄ | \ 
z È M 
+ H 
H H Tính A 
` HN) 
` „ 
` Mi Lư ÔNG, 
N ! H „. *s 
N ANH Ỷ ỳ 
` là Tài 
` ; N Hụ \ ÁA<0 A>0 
\ + ` -^ 
\ h \ ' 2 VN 
\ + \ ! - 
: ý ` : Ỷ 
+ ù 
, S b ‹ s 
, “da >(\ ' <qœ 
# 3 2 : 2 
b4 ' ! h H 
" N) $ H Ỷ 
1 
'! 
' 
X,/<S0<X; `. =XJŠX 1 x,<x,<ơ 
h 
' 
Ñ % Ũ ị 
` ` 1 + 
` ` W Ụ Ø 
“ ụ so. : 


69 


“Thí dụ 10. 
So sánh I với nghiệm của phương trình 2x` - 18x + l7=0 - 


Lời giải 


2f)=2>0 (I) 
Ta có {A'=47>0 (2) -› Phương trình có 2 nghiệm x,x;: l< x,<x: 


—=—=—=> | @) 


Chú ý: Phép (2) và (3) sẽ được thay thế đơn giản hơn nếu xo sánh được Ú với muội 
số nào đó ở trong khoảng hai nghiệm. 
2f3) - 38<0 


Chẳng hạn: Từ 
I<3 


=> l<x/<3<x; 


Thí dụ II 
So sánh -2 với nghiệm của phương trình 
f(x) = (mÌ+ I)x`~ 5(m”+ I)x - mÌ+m- I=0 sa... 


Lời giải 


m m 


x-I=0. Gọi f(x)=xÌ-5x+ ——- -Ï 
+mˆ I‡m 


m I l m I 
;l<= =-~< xế 
I+mˆ 2 2_ t+m' 2 

m 


1 

l‡m 2 

~ sa—L—2»ụ 
3 2 


)›< 


Viết lại (I) c>xÌ- 5x + " 


Để ý : Vm luôn có 


f(—2)=13+ PP 


= Phương trình có hai nghiệm x,, x; và -2 < x,< Ú <x; 


Thí dụ 12 (Học sinh giỏi miền Bắc, 1968) ˆ 
Cho hai số a và b thoả mãn điều kiện a > b > 0, a + b= I. Chứng minh phương 
trình x”- b*x - a"=0 luôn có hai nghiệm phân biệt thuộc (-l; l) 


Lời giải 
Từ giả thiết a > b > 0 và a + b =l suy ra 


ac(Œ I) 0<a*<l 0<l1-a"<l a»a" 
> > vi Œ) 
b€(0, I) 0<bˆ°<l 0<I1-b*<l b>b" 
Gọi f{x) = x”— b°x — a". Ta có 
Hệ số của xỶ là dương l và @2) 


T0 


f0)= a'<0,V (3) 
/1) =l bổ a=(itb) b a'=(a 4 )t(b b)>0 (34) 
ƒ(lì=l+b' a=(1 a)th 30 (5) 
Từ (2). (3), (11. (Š) suy ra. f(x)=U luôn có hai nghiệm phân biết : x,; x: thoi mãn 
l< x,<0<x.< [ (địxm) 


Bòi 'oán 3. Giỏi và biện luận phương trình Ẩm, x) = 0 
(fUn. \)=0 là phường t9) Đức lai chưứa tham xố m.) 
CÁCH GIẢI 
Lập bảng xét đấu như sau (ớ, [| là các số phải so sánh với nghiêm) 


Nghiệm của phương trình 


mịa |A Lm lì x mm. ° ® Í_. Kết quả của bài toán 


Th du 13. 
Gải và biện luận phương trình = (l) 
zh S +0 ST 6m - 3 
Lời giải 
Tì có 


xỶ F2mx = 8x - 6m SẮP X  HUANH-4)»IGmrEjcx0. 6) 


()<© › F 
8x -6m -3>0 .„m 
Gọi f(x) = xÌ+ 2(m - 4)x + 6m + 3 và "NĂ... 3 


Bài toán dẫn tới tìm nghiệm của phương trình (2) thoả mãn điều kiện x>œ 

33 I 3 s 29 - l4m 

Tnh : A`=(m-I)(m- 13); f(œ)=—(m + — =Ì: s¬0=—— 
(m—1)(m- I3) (eo (m+Xm+—) 2 -Œ: 


8 
Các nghiệm (uếi có) của phương trình (2) là x,.=4-m + ⁄A 
Ta có bảng 


7I 


So sánh nghiêm 
Kết quả được đóng khune 


^ 
0mm E3) 


kh) 
¡a (m+ Ì m+ 2) J9 Hx 
x 


+v| 


N. 
Tóm lại : ® ệ g Phương trình (I) có hai nghiêm x, -= 4 - m 1 vA 

—<m<l 

22 

l 3 ñ E ă _ 
° s<sms-= Phương trình (I) có một nghiệm : x.= 4m + ⁄A 
s®«m=l Phương trình (1) có nghiêm kép x, =x-= 3 
s«m>l Phương trình (I) võ nghiêm 


Bòi toón 4. Tìm m để df(m, x) >,VxCR (2201 cứu tren toàn Pritc) 


có CÁCHGIAI a/m.x)+0⁄4cR <<; <0 : 
| Thí du 14 
| m I0: x 1 
_ Cho /(x)=(l X tm#2)X+ [ TrmmmdeQ(x)= „ xúc định ⁄xeR 
| 3 Vftx) 
Lới giải 
Canh  Qš) xắc định 6c R c> /X)>0VxcR (®) 
® Irường hợp I- Ì # =Ú ‹› m=!2 
tm= }./(x) |>0//xcR >m= 3 là một giá trị phải tìm (l) 
+m=2//x)= dx+l: /XxI>0 <3 l 4x>0c»x< 
>m = 2 khong thích hợp 2) 
a >0 
® Trường hợp 2: m z +3,/(x)>0,VxcR c3 (3) 
«<0 
mì : 
+a=l Ki 6 2022/20. =2 3<m<2 (3.1) 
+A=(m+2)` (1m )=2m(m+2), \<U c> 2<m<0 (3.2) 
Từ (3.1), (3.2) «uy ra :(3)c> 2<m<0 (4) 


Từ (1). (3) và CÁ) suy rà tấp hợp các giá trị phải tìm của m là: 2<m<0 
Cách 2. (iếp nói tứ CÈ) ) 


+ Rõ ràng kÌn x = 0 có f(0) = I >0 m (5) 
Â f(x) I I T 
Với xz0, Í(x)>0 < š ` “.. . ... ae. 
X x X 4 


I l 
Gọi h( - ) Í. trái của (6). Đó là tạm thức bậc hai đôi với 
x 


x 
_ : 
Ũ A<0 QHIẾI 44 M2? by 3g-Ð 
sh(_ )>0. /xzU<> ‹<» m › 
x b-c-=U mị2 1 ũ mị2 0 
4 
<>  2<“m<U (7) 


Từ (Š), (7) suy ra tập hợp các giá phải tìm trị của m là 2<m<0 

Làä bình. 
Trong bài toán tìm fỆv) *0VAeR nến c> Đ, ta có thể chuyển đời hệ xó da và e 
Với cách dv, bạn không phải biến luận lệ xở a 


Bạn cẩn biết av + bí + c= Ö và cÝ` + bí + a= 0 có cùng mót biết thức 


K) 


Thí dụ 15 


K3 5-8 : b 3x NiS 
Với những giá trị nào của m thì : Ì< Ẫ mÀ '2 6. VxcR (l) 
3%" xịt 
Lời giải 


+ 2>0 N Tế o8 
Để ý 2x” x+ I>0 do T . Bởi vậy. nhân từng vẽ với 2x - x + I>Ú 
la 9<U0 
ta có: (l) ‹> 2x) x+l<3x ` mx+5<6(2x` x+l) 
J> xil<3x` mx |5 BỆ f(x):x`t( m)x | 4>0 
‹ * 
3x ` mx!5<6(2x” x†l) g(x):9x`- (6 m)x! [>0 
Gọi A=(I m)` I6; A<0 <> (l m)<l6 <>ll ml<4 ‹> -3<m<§ @) 
Gợi A,=(6- m)` 36: A<0 ‹> (6 m}<36 ‹>l6 ml<6 <> 0<m<l2 (4) 
A,<0 


A <0 


r 


Từ (3) và (4) suy ra (S)<> 0<m<5. Đó là tập hợp các giá trị phải tìm của m 


đ@®) 


Hệ (E) nghiệm với VxcR c> hệ (2) nghiệm với VxcR c+ (%9) 


gà EESC PHI GHI i2 G2ESnEkrCie cie SSc ZE,-226 5056.2010 4121212 118121612 60816.2.-10/2I-G01/2m12001EC-E.E : 
: Bồi toÓn. (Tích hơi tam thức) : 
: Cho fm,x)=(x'+px+qMax”+bx+c) (a # 0) phụ thuộc tham số m. : 
+ _ Tìm m để f(m, x) >0 VxeR 
h CÁCH GIẢI } 
: Gọi h(x)=xÌ+px+q, g(x)Eax'+bx+c. Như vậy f(x)=h(x).g(x) ' 
h ® f(x)>0,VxcR <>h(x) và g(x) không trái dấu với nhau VxcR ' 
: a>0 
: A,<0 : 
h c©5 A,<0 : 
h ` ` ếyn ứ h 
: l p.q : 


Thí dụ l6 

Tìm m để Ẩx)=@'+x IWx'+x+m)>0/VxeR 
Lời giải 

Gọi vế trái của (1) là Ñ(x). Thấy rằng h(x) = x” + x - l có hai nghiệm qphân biệt 

không phụ thuộc m. Bởi thế {x) >0.VxcR <› Các phương trìnhx`+x I=0và 


xÌ+x+m=0 là tương đương c> ¡ Tay go Í 


1+4 


[hìị du E7 
| Cho/fXI=(Xx) aÐ 6` 4x+t3a (1l) 
1) Với a =1, giải phương trình Í(x) = 0 
3) Tìm a để f(x) >0/xcR 
Lời giải 

Viết lại (1)e>f(a0=aẺ 24x” lia+x" 6x) 4x 
Xem F ta) là biểu thức đối với ẩn a 

\,=@ `- HỆ Œ: 6x ` 4x) =(2x+l), a=X + 2X. á=KỀ- 3x 2. 
Suy ra Í(a)=(A- (A a)=(4 xỔ 2x(G x +2x+2) 


Hayf(x)=(x) 2x 2 ajG +t2x- d). 


IVớia= Ttarcó: /(x)=0<>(x` 2x — 1X #2x+l)=0<3 


2) Gọih(x)=(x) 2x 2—-a);g(x)=(XÌ+ 2x - a). 
I XY.- vê? 
Thây rằng Ma Bởi vậy f(x) >0,VxcR 


X) -2x-2 -a>(0/Wx A,<0_ |J3ta<0 
= 2 ‹»* ‹» <»3+a<0<+a<-3 
X E2x- a>U/VWx <0 Ita<0 
"Thi dụ I8 
| Tim m để Q(x) >0,VxcR với 
F š ÿ m.„ 9 
ÍQ6)=(- TP 3 '+(m+30X)+(1+ ——” )x'+(m+3)x+ q@) 
Ni 2i ., 4 9 4 


Lời giải 


mì 


š XI: 9 
Cúch I: Viết lại (1) <> Q(x)=(x +Ö)|l1 in Lm li ,a03Y? 


ˆ Ũ 
Gọi /x)=(l _ bx*+m-E3wE2 


Để ý: x`+ I>0 VxcR nên Q(x) >0,VxcR <>/ftx)>0VxeR Œ®) 


Tuường hợp F: Ì % =U ‹›> m= 13. 


+ Với m = -3, f(x) = h >0,VxcR ->m = -3 là một giá trị phải tìm. (2) 


Ạ 
+ Với m=3,/06)=6x+ 2 >0csx 3-2 ~> m = 3 khỏng thích hợp. @) 


Trường hợp 2 : BH: z0 <» mz13. Khi đó /tx) >0.Vx€R 
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a>0 9 Iml< 3 
‹» = : ‹» <> 3<m«0!' t1) 
A<0 Š m 2m(m + 3)< 0 
(mt3) 9(1 § )<9 


Từ (2), (3), (4) suy ra tập hợp các giá trị phải tìm của m là 3< m <0 
Cách 2: (tiếp nối từ (*)) 
9 
"GISiranh.HU26E0C0J(UDES  c UAU Hà (S) 


: f 9 
Với xz0//69x0es TẾ sa c Ÿ. Lee! +0 - Ÿ šs0@à 
X 4 x X Ụ 


Gọi h( } ) là vế trái của (6). Đó là tam thức bậc hai đối với : 
x x 


shCÌ)>0,Vx£0c>A<0€>(m+3)°~ 9(1- s )<0 <3» 2m(m +3) <Ó@ 
X 


<>-3<m<0 (®) 
Từ (5), (7) suy ra tập hợp các giá trị phải tìm của m là: 3< m <0 
Thí dụ 19 
Tìm a để f(x) = 2x`~ 4x`+ (a + 5)x`~ (a + 3)x — (a + lJ(a + 2) >0,VxeR (Í) 
Lời giải 
« Biến đổi /(x) = 2x" - 4x`+ (a + 5)x`- (a + 3)x - (a + 3a + 2) 
=-a`+(x`- x- 3)a +2xÌ- 4x`+ 5x`~ 3x - 2 
®ÔA=(x`-x- 3) 0+4(2x!-4x`+5x`-3x-2)=9x” I8x'+l5x` 6x+l=(3X` 3x+l) 


a,= xÌ+Xx-2¡a,=2x`-2x- Ï-3>/X)=(x)” x+2+a)(2x`- 2x l- aÙ 
«Gọi A,= I- 4(2 + a) = đa - 7; A= Í+2(1 + a) = 2a + 3 
A,<0 -4a~7<0 1 
A uc |. 2 
®/0>0,VxeR c+ .. li cư G G 
-l—a 2** |-3a=3 vo 
_ _- — —.=ũ a= 
2+a 1 2+a 3 
Bòi toón 5. Tìm m để of(m, x)>0 ,Vxe(u; B} 
(Đồng dấu trên một đoạn) 
A<0 
ồ : A»>0 
CÁCH GIAI.  a/(m,x)>0Vxc|lœ;j| c> 
-‡ af{e) > 0:aƒ(.3) > 0 
-- 3-B|>0 
2 2 
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ˆ Thị du 20 | 
| Tim Tất cảm sao cho cos2x + meosx + 4 >0Vxc (0 TRỤ”) (| 
l.ơi giải 

Viet lắt €ox2N + meosx £ { + c3 2cox x £t mecosx + 3 +0 

Đatt= cosx, lé L, Bắt phương trình CÍ) trở thàng 2Ì # mí € >0 

Bát phương trình CŨ) nghiệm */xc R <3>/( = ỞU ®emL+ 3 z0V[ 1:1] 
Điu đó có Khí và chỉ Khí m nghiem một trong hai trường hợp sau 

Trưởng hếpm Í V<U >> mộ 34<0c>lml< va () 
Trường lớp 2: 


s0 lim V34 Iml> V34 

lf :ứ 4» Jã51Im>0 <3 {Iml⁄S £> X24 <Iml<5 (3) 
| S §° 4510 mà l6 +0 

SN, hộ 0 


Từ C3) và (3) tà có - Eml< Š là tập hợp các giá trị phải tìm của m 


Bồi toón ó. Tìm m để df(m, x)>0,VxeR\(œ; B) (1200 dưn ngoài mài khoanel 


“.—¬x nN Ị 


| <0 
| 
L0 
. Ñ |x<a | af(av) >0 
CÁCH GIẢI. z/x)>0VX| <»| 
|x>3 l-‡ af(C3) >0 
S S 
| ^| J|: Ú 
2 3 


Thí dụ 21 


ỊN" 
Imm de v 2mx m£2>0VXS: | 
jx»š | 


Lời giải 


: . w<-I 

Œiot/x)=x” 2mx m+2 Tacó: x)>0, vx| 
: x>2 

[Ars0 'n SẤP Í' .3:cm.< 

| | „0m 2<0 Ác THỊ Nộ 

N.>U0 < 2vm>l 

| | mm 2>(0 BÀ 

|| fL >0 | lỈm> 3 
<2? || ‹> mĩ 132>0 lãi 

lI-fO)>0 | 6 

| 6 5m>U0 || m< 

I[Ê ¡ 1| 2|-0 lÌtm-+am 2)<U | 8 

I2 N2 Llt =c l[ I!2m<2 


T1 


2<m<tl 


6 sẽ ý cải : 
‹? 6 <> -2<m<—. Đó là tập hợp các giá trị phải tìm của n.. 
l<m< = § 


Bồi toán 7. Tìm m để d.x)<0, Vx: œ<x< B (rải dâu trên một khoang") 


af(a)< 0 


CÁCH GIẢI. a/tx)<0,Vx:œ<x<j|: c> 
af(3)< 0 


Thí dụ 22 
Cho /x) = sin x + cos”x + asinxcosx . 
Tìm a để hàm số y=Jf(x) xác định VxcR. 
Lời giải 
Biến đổi /tx) = (sin`x + cos`x)`— 3sin xcos`X(sinXx + cosÌx) + 3 vin2x 
Š 


sủ9 Ñz 
‹> /x)=l sin 2x + - sin2x. 
4 2 


š - NƯNNG. 
Đặt t = sin2x, ltÍ < 1, ftx) trở thành h(t) = I ¡yêu St 
Hàm số xác định Vxc R <3» /tx) >0,VxeR <>» hít) >0,Vte[—=l;1] 


ä 429 I)<0 3+2a -4<0 
« gi) =3°-- 2m ~4 20/Vel=ti] cá IẾC Ð : 
g()<0 


c2: la|l< 
3-2a 4<0 2 


“Tóm lại : lal < ; là tập hợp các giá trị phải tìm của a. 


Bởi toón 8. Chứng minh bốt đẳng thức 


“Thí dụ23 ˆ , 
Cho a > 0 và n là số tị nhiên. Chứng mình 
NT) KkogAy Sử TÀI CÓ (1) 
Š nâu căn R ki 
D Lời giải 
+ Trường hợp I: a =0, bất đẳng thức (1) hiển nhiên đúng 
+ Trường hợp 2: a > 0. Đặt x=va, Xe Và t/a.... x6 l va+ _ wh 


Doa>0 >x,>x„,. Mật khác x,= là FX,, SYX,=aAa4Xu,s.*xx,€Ca+ K 
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hà} X. a< (3) 


Nd/UEt 1a. Bắt phương trình (3) có dàng /x,<0. (3) 
liự]l - 4đ" ..„, : 3 : # 
Ít =Ù ‹ >t\.= ñ Theo đính lý đạo của tam thức bậc hàn ta có 
là TU NG:. 
lÄ‹š1<\ <Ÿ: cayx,« bật (đpcm) 


Thí dụ 24. Cho a. b.c >0 và abc = ], Gọi Q= a+b + c. Chứng mình Q > 3. 


Lời giải 
s10 giải toán bảng phương phái giận tiến 
a, b.,c>0 


Gì sử Q< 3. từ giá thiết ¡ › abQ< 3ab«< »ab ta(a 3)b+1<0 (l) 


abe 


Xứ tam thức /(x) = ax + a(a - 3)x + TL Ta có (Í) <> a/tb) <0 —> /0x) có hai 
nghiên phân biết <> A>(0c>a(a 3)” đa >0czaä(a 39” 4>0<›(a Đ)(a-4)>0 


c»and 
->ax+b+e>4. Điều này trái giả thiết. Vậy Q < 3 (đpem) 


Th dụ 2Š 

Ch›a`> V7 và abe = g: () 

Chíng minh S +bÌ+c >ab + be + ca. @) 
Lời giải 

: a>0 a>0 

Tì (1) 2 


= c» * 
36abc - 4< VI7<a` => 36ahe -a` <0 36bc - a`<U 


Viủ lại (3) < xẻ +(b+c)`>3bc+ a(b +c) c> (b te)” a(btc)+ : 3bc>0 (4) 


Xem về trái (3) là tam thức bậc 2 của (bồ +c),A=a` +4 E 3hc)= h (36bc-a`). 
Eù(3) > A <0 nên (4) đúng. Suy ra (2) được chứng mình. 


Thí dụ 26 
Clõ á, b, c là các số thực dương. Chứng mình a, b, c có thể lấy làm độ dài các 
can! của một tạm giác khi và chỉ khi : 
pa + qbÌ> pạc` với Víp:g):p+q= 1. (1) 
Lời giải 
®«()<>pu +(L p)b>p(l pc <› cp (btc  a)p+b >0 @) 
Bờ c>U,nên VT (2) là một tam thức bậc 2 đổi với p. 


@) 


T9 


A=(h+ec -a) 4bc'=(b+c-a +2bel(b+c 


a 2bc) 


=[(b+c)` ah c)` äl=(b+c+aWb+c a)(b c a)(b c34a) 
® (1) đúng V(p: q):p+q= l‹>(2) đúng Vpc R ‹> A<0 
Do a.b.c>0nên A<0<2(b+c- a)(b -c a(b c+a)<0 


<>(b+c a)\(c+a b(a+b c)>0 


@) 


Để ý : Trong (3) khả năng có hai thừa số âm không thể xảy ra. 


: bịc a<0 
Thật vậy: chẳng hạn 
ca b<0 


Trái giả thiết 


. Công theo từng vẻ -> 2c <0<»c:<0. 


®$ Do vậy (3) < > cả 3 thừa số đều dương <3 a b. c thoa mãn điều kiện địo dàu của 


mội tam giác. (đỹcm) 


Thí dụ 17 
Cho 3 số thực dương phân biệt a, b,c: (0<a<b<c) 


Gọi P=4(a +hb+c).Q= 2(ab + bề + ca), d= a + bÌ+c). 


` - 
| Chứng mình : a < MỆ ụ Nó <7 nh 9Q <c 
3|4 3J 3|4 2 
t 
Lời giải 
IỊP Q 
ư= - - 4-— 
BE ị 3 J2 bàn - 
Đạt , ợ › ifÐ 
| 
3 
lÙ [-#-$] N 9|l16 
Tạ có : 
Q 


«. d 


=> Bài toán có nghĩa và œ <ƒ) 
>ứ, ƒ‡ là hai nghiệm phản biết của phương trình 


=]Ê.. LÊ” 
ƒĐ:1 t+ đ1 9 =0 
6 9|16 2 
S NÓI Ệ S 
. n1 = =ñ‡bic b g2 đề (do a<h<c) 
2 3 I2 3 3 
À š „ 2a(aEblc) ab 
sffa)=a xẾtt là 44 Sa at HỆ ĐÓ : 
P 6 9Ïll16 3J 3 
ah ah : Ci q« bXa c 
“ n6 La CN. Ag Xu cv (do a<b<c} 
3 3 
: - al(C b 
® Tương tư fe)= mg = (do a<l<c) 
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ai 9| 
2 


be ! ca 
3 


3 ` VỀ- l ` : ` 
2 “(8 † b + c)- (ab+bc+ca)= ` [(a b) +(b €) +(c a) |>U (do a<h<c) 


(l) 


!2)) 


@®) 


(4®) 


45) 


s Từ (2), (3). (1). (Š) súy ra phương trình (Í) có các nghiệm ứ, [ thoả mãn 
a<œ<ÍÌ<c. Đó là dmxcm 


Lời bình 


| 
| 
| 


ĐI (hy tnÍt <<: <E ta cá thí Íam the @ các cách xaH: 
! Neu ĐI HN: d<c thứ vết PT ftvJ)=Av - (ạ + CỤA + ức Và chứng trì 


s 


Jthi<0<ftdh.— <d 
3 Nem biết le b<ái thu vết PT fivi =v tb + d)\ + bái và chưng to 


s 
fcl<fl<fta) >, 


\ Nen biết được: d<‹Í thí vét PỮ ffvì =v =ta + đi + dd và chứng tõ 
/ib)<t). ffci<t). h<: 
4 Nếu bíci dự h<c tín vết PT ffvì=v`~(b + c)v + bị và cưng tỏ 


b 
⁄#fal»U. ftddi:>tl. œ< „<4 


'Thí du 28 
joY»k xó thức dương ứ.[Ì.a.a......a thoạà ơ <a,< ƒ, Vi=l.3...... 


I s ` 
Gioi S= _ a.ta.#+. ta J.S.= (a, +8. +...+a„). Chứng mình : 


" (+£ 3ÿ 


Lư giải 
Ta có œ<Sa,<  c>ta, Xa, <<» ch (ứ + j})a, + œ[ < 0). 
Lâu đẳng thức có khi và chỉ khí á = ứ hoặc a,= [), 
Tương tt cac (+ la.+efD<U 
ay tự +ƒtKa.+ da <0 
ay (ứ + [àa, + á[t < 0 
Công theo từng vn bắt nhượng trình trên có 
ty +a. +. tạ Ì (œ+|lW(a ta.+.. +a,) +nơ{) <0 


s>nS. nự + IS, + ngự <<» S. + dt š (tơ + [)S, @®\) 
Theo bất đang thức Có sĩ: S + dt - 3 00, (3) 
Sẽ 3 : Ác, Ñ„ (at4) 
Từ (29. (3) suy ra - *VAÐŠ, <tdv[ÐS c> V< tdpem) 
Ñ 43 


Đau đăng thức có khí và chỉ Khí a =ứ hoặc a=ƒ) với V⁄a=l, 3,......n. 


ÑI 


Bởi toán 9. 
Tìm gió trị nhỏ nhốt vò gió trị lớn nhốt bằng tam thức bộc hơi 
Toạ độ đỉnh của parabol (Ø: x)=xÌ+bx+c là (x„= , tYe=- = 
2a 4a 


max f(x) là giá trị lớn nhất của ƒ(x) trẻn miền D 


Kí hiệu ý J ` 
mịn f(x) là giá trị nhỏ nhất của /(x) trên miền D 
Trường hợp 1. D=R ˆỖ 
^ T 
y 
x 
> 
» 
x 
Hình 12.1 È Hình 12.3 


sa>0: max f(x)=f( 22)” qc không tổn ti minf(x). (h. 121) 


s®a<0: minf(x)=f( ' ao Ổ, khàng tu tại maxf(x). (h. 12.2) 
D 2a 4a D 


Trường hợp 2: D=1†xeRl x > ơ} hoặc D={xeRl x < j} 


1 
' 
' 
' 
' 
' 
' 


h 
G1771 
h 
0B 3; ` 
Ị 


Ị a<0 


a0 + 
Hình 13.1 Hình 123 


+minf(x)=min{f( 32 ). f(œ)} ,hoặc min {f(=} ). f(J3)} 
® a»0 : È ` 
+ không tốn tại max f(x) 
+max /(x) =max{f( +} ), f(œ)}. hoặc max {/(=} ). /(B); 
sa<0: _ 
+không tồn tại minf(x) 
Chú ý : Nếu <* D, không phải xét /† <È ) 
bM 


Tì tem: hấp Ỷ— 1)={: || 


<0) 


Hình 12 1 Hình 12 2 


® Mixf(x)=max‡f(;} ), f(œ),f()j * Minf(x) =minif(s) ). f(œ). f(J3)‡ 
Cñnv Nếu * zD, đương nhiên không xét ff ;} ) 
Thí lu 29 " ¬= 
Tìm sá trị lớn nhất, giá trị nhỏ nhất của hàm số /(x) = xÌ+ 2x + 3 trên 
D=[_ 3; 0| ; E =[0: 3| 


Lời giải 


a >0 minf(x) -f( 1)= 2 
¡Đổ : b ù 
=--I€D max f(x) —- max {f(0);f(- 3)} = max {3; 6} =6 
2a # 


s®Đ(ý: (a>0; lýE} 
a 


minf(x) - min{f(0):f(3)} mịn [3: I8} f(0) =3 


max f(x) — max {f(0):f(3)} = max {3: 18} = f(3) = 18` 
, 


Thí dị 3) 

x†y=a~l 
xy=a` 7a F14 
Tìma để U = x`+ y đạt giá trị nhỏ nhất. 


Giải x, y là nghiệm của hệ 0| 


Lời giải 
Trướ: hết hệ (1) có nghiệm <> §`- 4P>0 <+ (a- 1) — 4(a°- 7a + 14) >0 
<»-3a`+ 26a - 5S >Ú c3 h <a<5. Gọi D=| ` 3) (2) 


Viết ại U =S`- 2P=(a- l)`- 2(4  7a+<=-a'+l2a-27. Gọi f(a)= a +12a~-27. 
> MnU=minf(a). Bài toán dẫn tới tìm mín f(a). 
u 3 
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II) 32 
Tacó f = :/\5)=8. 
a có 3 5 /) 


f 


2 2 
2a|-[t)- 8 
9 3 9 


S]me|¬em 
3 


Suy ra Min f(a)=min 


: 32 ⁄£‹ “TỆ 
Vậy MinU= s” đạt được khi B== 


Thí dụ 31 

Tim giá trị nhỏ nhất của biểu thức: 
4 4 , l 

= ny XS Ÿ + Š LÝ, (vớixz0y z0). 

y X ÿ X yA 


Lời giải 
Đặt Ê + Ÿ =t, ll > 2. Biểu thức Q trở thành 
y.N 
Q= |ạ«'-2 ‡] (0 —2)+t=(~2)j -3)+t 2 l0) 
Đề ý ltl >2 ->t >4» 3>. Do vậy từ (1) suy ra Q`>+t 4 
Dấu dẳng thức có khi và chỉ khi ll=2. Gọi /U =t+t 3. 
Hiển nhiên Q` > minf() Bài toán dẫn tới tìm GTNN của /U tien 
bò 


D=Ítc RIItI> 2} 


a=l>0 
“Ta có : b I 3 minf()= minif( 2); f(2))=min† -2; 3;=-2 
j4 Ý 
Dấu đẳng thức trong tất cả các đánh giá trên đông thời xẩy ra khi và ch khi 


t=-2 <> x= y > minQ=min((L)=- 2. 
U) 


__ Thí du 32. (ĐIISP Hà Nội. khởi A năm học 2001-2002) 
: ._ Äeos`xd 4sin` 
Tìm GTLN. GTNN của hàm số y=) X TRE ® 
Äsin x4 2cos X 
Lời giải 
Viết lại y 1= Äcox°x xin tà Ũ sín X COX Ä 
3sin °x ‡ 3cox X 


& 3(cos°x xin x)! 4sin x 2cos`x 


«»y-l= = : 
3sin`x { 2cox X 
| ý : 
€$* ý-I====: ve + Đặt sim x=t, t£ [Ô; FT]. hàm số trở thinEì 
3n X j 2c0s X 
I : b 
yrÌ - Gọi /)=3U- 2+2. 


3U —2L4 2 


&4 


f()>0.VLC J0/1|do.V— S<0 vàn 330 

Thã: răng Bc †Í „ SUY ra: 
J1. 3 

Ẩ. 5 3 3 8 : 

® Mnf(tL)= =Ã # max(' - l)= SE mẠXN y==#+l=c. có được khi 


ù 


c{|0.I| 


kia LÍ Ty 
và chỉ Hài b <3 xin Xx= 


® Mixf(L) =max ‡/(0): /1)}= max}2: 3= /(L)=3 > min(y l)= Ầ 
› 


€›» niny= _ +Ì= : „ có được khi và chỉ khi t=l< » sin`x=l. 
ụ 
Tóm lại : GTLN của hàm số bằng Fh GTNN của hàm số bằng hy 


[ Thí œụ 33. 


Tim giá trí lớn nhất của m thoả mãn hệ sau có nghiệm 
x‡x 12<0 
x` L4mx + 3m`— 4m -4<0 @) 


Lời giải 
Viết lại (Í) <»> xeÐ=[-4: 3| 
Gọi (x) = xÌ+ 4mx + 3m” - 4m - 4. Rõ ràng hệ có nghiệm <> min,/{x) < 0. 
Hoành độ parabol là x„= *š =-2m 
a 
+ Mu-2m< 4<» m>2thì min,f(x) = f(-4) = 3m` - 20m + 12 


T¡ có : ầm -20m+12<0 c3 5 <m <6 Kết hợp với m > 2 có 


kin,f(x)<0 <<» 2<m<6 (3) 


: 3 : ` 
+ Nu-2m>3<»m< = thì min,f(x)=f(3) = 3m” + #m + 5 


š S 
Tucó: 3m +R§m+5<U c› sS Ìs 


B9 2 


3 5 
Ke hợp với m< —~ có min,f(x) < 0<» sms = (4) 


3 ` 
tNêi -4< -2m<3 <3 - ˆ <m<2 thì min,/{x)=/L-2m)=-(m+2) <0 ,VmeR 


: cai 3 3 
Kit hợp với 5 <m<2 -» min,f(x) <<» = <m<2. (5) 


5 < h 
Từ @), (4), (5) suy ra min,/Ÿx)<0 <3 — Ẵ <m< 6. Do vậy giá trị lớn nhất của m 


thoi mãi hệ phương trình có nghiệm là m=6 


8s 


® Bạn biết thêm cách 2: 

Viết lại (1) > xeD,={ -4; 3] 

Xét PT (2) có A'=(m + 2)`>0,VxeR. Suy ra BPT(2) <> xcD.=[{x,: x:|. trong đó 
x,› là nghiệm của /{x) : xÌ+ 4mx + 3m`- 4m - 4=0 

Hệ đã cho có nghiệm <> D,¬D,zØ. Điều đó có khi và chỉ khi xảy ra | trong 3 
trường hợp sau đây : 


Trường hợp 1: x,<-4 <x;©» ƒ(-4)<0 «3» 3m — 20m + 12 <0 <> ; <m<6 (6) 


3 b 
Trường hợp 2 : x,<3< x: c> f(3)<0 <» 3m + 8m + 5 <0 c bà <~l. (7) 


f(~4)>0 
Trường hợp 3 : -4<x,<x:<3 © †f(3) >0 


`. 
”+4)C—3)<0 
C+4C-3) 


5 5 
m<—=—Vm>-—l m<—-—Vm>-l 
3 3 
2 2 2 
© cu DA hà, © KH Sc V6 © —LšMZ =.. (8) 
(2m - 4)(2m + 3)<0 -3<m<2 


Từ (6), (7), (8) suy ra hệ đã cho có nghiệm <> — b <m<6 
Do vậy giá trị lớn nhất của m thoả mãn hệ phương trình có nghiệm là m = 6 
Thí dụ 34 (Ð6011). 
Tìm m để xÌ- 2mx +2lx - ml + 2 >0 nghiệm đúngVx_ _ ũ)___ 
Lời giải 
Đặt lx — mÍ = t > 0, bất phương trình trở thành tˆ + 2t + 2 - m” > 0. 
Gọi /ŸL) = t+ 2t + 2 — m. Bất phương trình (1) nghiệm VxcR <+> min/tU)>0 


Đề ý —”`=-I<0 minƒ/t0)=/{0)=2-m`>0 c2 Iml< J2 
a t> 
Vậy bất phương trình (L) nghiệm VxeR c» Iml< V2 


Thí dụ 35 (Ð143/11,). 
Cho f(x) = xÌ + (m + I)x + 2lx + m - II + (m + l)` (l) 
Tìm m để min f(x) < 3 


Đất lx + m — IÏ=t€>x = Ï —m # t với điều kiện t > 0. 
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®1 ường hợp l:x=l m3 tÍ(x) trở thành f()=t) 2m 2)0£2(m+l) (2) 


: h` 
Aé tụ= =m-2 
a 


+t,<0<»m< 2. Sẽcó minf,(0)=f(0)0=2(m`+l)<3 <2 2m`<l <> Iml< % 3) 
+tr0<>» m>2 (4) 


: A Š 
&% ¿ó minf(t)= =m +4m- 2- 3‹⁄ .nm: +4m -. 5S<0<>-5<m<l(§5) 
ru ạ 


Đồ chiếu với (4) -> kết quả (Š) không thích hợp (6) 
n I 
Từ 3), (6) suy ra min f,(t) < 3 <› lml<—-- Œ) 
t0 +JÐ 


e1 ường hợp 2: x =1 mà t, Ấ(x) trở thành f;(1) = + 2mt + 2(m`)+l) (8) 
b 
Xéit,=- —- = m 
a 
+m>0<»t,<0.Sẽcó min//(0)=/0)= 2(m`+ l) < 3 
lai 


¬ m1 I 
«>2m`< | © 0<m< —-= (9) 


v2 
m<0 


+ m<0 <2 t,>0 Sẽ có min f(t)=- ¬ôt92) c>m°<l €@-l<m<0 (10) 
1 a 


J 


Từ đ), (I 1) kết luận tập hợp các giá trị phải tìm của m là -I<m s 


Từ 9), (10) suy ra mịn f;(t)<3 ‹>-l<m< (II) 


Chú ý \. Các bạn vem tiếp §3 chương HÍ trang4S 
Chú ý2. Dạng toán thứ 10 của tam thức bậc hai là “đấu liệu nhận biết phương 
trình béc hai có nghiệm”. Các bạn vem 4 chương LÍ 


BÀI TẬP 


1. Tìm n để biểu thức h —m”)x” -(m~—I)x + có nghĩa VxeR 
2. Tìm ¡ để : x'- 10x`— 2(a - L1)xÌ+ 2(5a + 6)x + a(2 + a) >0, VxeR. 
3. (Đ5,(I,): Tìm a để phương trình sau có nghiệm thuộc (0; sở, 


q . +1+3a=0 
cosX 


4. (Đ121, III) Tìm m để bất phương trình xỶ- 2mx + 2lx - mÍ + 2 + mÌ+ m- l <0 
có nghiệm . 
5. (ĐI3 II) Tìm m để hàm số y = mx + lx”+ 4x -3 l có giá trị nhỏ nhất lớn hơn I. 
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Chương IV 
PHƯƠNG TRÌNH BẬC CAO 


§1. NHẦM NGHIỆM ĐƯA VỀ PHƯƠNG TRÌNH TÍCH 


I. Sơ đồ Homer 
Cho đa thức Q(x)=a,x"+a,X" '+a;X" *+...+ a, .X ta, ,x+a, 
® Mệnh đẻ : 
Sở dục trong phép chía Q(v) cho v—v là c1. 
Thật vậy : Gọi thương và số dư của QX(x) trong phép chia cho xc theo thứ tự là 
h(x) và r, tức là Q(x) = (x - c)h(x) +r.. Œ®) 
Thay x =c ta có Q(C) = r (đpcm) 
® Việc tìm thương h(x) và số dư r thật đơn giản nhờ sơ đỏ Hommer như sau : 
Giả sử h(x) = b,x"!+ bx" + b.x" "+. +b, x+b,, 
Từ (*) suy ra : b,= a„; bị = ay + chụ; b,= a,+ cb, z..., b„ ,=a, ,+£ Ch„.;£=a, + ch. , 


ao ai 43... a2 đe 3a 
Cộng 
I €ầụ CD ..c Cu; CỒx¿z CDạ ¡ 
cự x4 -x« x4 xá xã 
aue=b, bị bạ bạ¿ bại ,r 


Thí dụ I. 
Cho biểu thức Q(x) = 2x'+ 3x!- x`- 7x `+ IIx +9 
a) Tính giá trị của biểu thức Q(x) tại x = 3 

b) Tìm thương của phép chia Q(x) cho x-3 


Lời giải 
Lập sơ đồ Horuer 
5... -fŸ -Ÿ M 9 : 
6 277 18 213 672 Công 
' LÊ vi. NT... 
Z26 ⁄TI “224 ⁄68I 


z 


Thuật toán //orzer cho : 
a) Số dư của Q(x) cho x -3 là 681 <> Q(3)= 68I 
b) Thương của phép chia Q(x) cho x -3 là h(x) = 2x`+ 9x`+ 26x`+ 7Ix + 224 


§8 


¡ Thí dụ2 
(— Tìm số dư của phép chia Q(x)=I+2x” 3x '£dx”t..t( 1)Pnx” cho x‡I 


Lời giải 


Theo /orner ta có rEQ(, l)=l+2+3+, +n= ni và 
[ Thí dụ 3 
{Tìm số dư r của phép chia Q(x)=x '+x+l cho x” x 


Lời giải 
Giá sử {X) = x(x EJ(x + D)h(x) # r(x) —> r(x) có dạng r(x) = ax ` + bx +c 
Hãy Q(x) = x(x - TWx + D)h(x) + (ax + bx +€) 
tt) c Q(U) †! 
fC l) ca br cvà |Q(C l)- 3 Theo Horne: 


[xo a+bc Q@) I 


Ta có 


r(0)- Q(0) c-Í an 0 
r  Q( l)c>s‡a btc 3 c?‡ịb 2 Vậy r(x)=2x+l 
r(l) Q(I) a ibịc l te‡ 

e Chủ ý 


Số thực c được gọi là nghiệm của đa thức Q(x) nếu và chỉ nếu Q(c) = 0. 

Như vậy : Nếu số dư r=0, thì x=c là một nghiệm của Q(x). 

Sơ đó Horner cho ta cách phân tích đa thức thành nhân từ (theo nghiệm). 
Chúng ta ứng dụng kỹ thuật này để biến đổi phương trình về phương trình tích 


II. Đoón nghiệm hữu tỷ 
1) Chứng ta ghí nhớ các nhàn vét san để oán nghiêm liữn tý 
Cho đa thức Q(x)= a.x°$a,X" '+a.x"”$£..+a,Xx +, xa, (a,20) 
® Đa thức bậc n có không quá n nghiệm thực. Từ đây suy ra : 
Nếu đa thức QXx) (bặc n) triệt tiêu tại nhiều hơn n điểm thì Q(x)-0,VxeR 
® Nếu đa thức Q(x) có nghiêm hữu tỷ x = thì p là ước của 4, q là ước của a, 
Đặc biết a - + l, thì nghiệm hữu tý (nếu có) của Q(x) thì nó ước của a, 
® Nếu tổng c:¡- hệ số bằng không thì đa thức có nghiệm x = Ï. 
® Nếu tổng các hệ số bậc chắn bằng tổng các hệ số bậc lẻ thì đa thức có nghiệm 
x=-l. : 
2) Ngoài ra các bạn thươn khảo các cách tìm nghiêm đặc biết của một vài 
phương trình chước nêu trong các thí đụ Š, 6 cưới (ứy 


II. Nhổm nghiệm đưo về phương trình tích 
Sam khí oán được m"ạhiếm hữu tý, tạ xử dụng thuật cha Horner để biên đổi vẻ 
phương trình tích 


§9 


_ Thí dụ4.- : 
Giải phương trình x'- 8x`- 3x '+32x-4=0 _Œ) 
Lời giải 


+ Đoán nghiệm : 
Phương trình không có nghiệm x = +l 

Nghiệm hữu tỷ (nếu có) của (I) phải là ước của 4 tức x = t2; x = ‡4 
Dùng sơ đồ Homer 


Sơ đồ Horner cho thấy phương trình có một nghiệm x = 2, suy ra 
(1© (x - 2&x`- 6x”- I5x+2)=0 

Xem phương trình x` - 6x”— l5x +2=0 (2) 
- Phương trình không có nghiệm x = +l 

. Nghiệm hữu tỷ (nếu có) của (2) phải là ước của 2 tức x = +2 


Dùng sơ đồ Horner 
1 -6 -15 2 
-2 -2 l6 -2 
II -8 l 0 


Sơ đồ Homer cho thấy phương trình có một nghiệm x=-2, suy ra 
Suy ra (2) c (x+2Xx”-8x+l)=0 Vậy (I) <2 (x-2Xx+2Xxˆ-8x+l}0 
Do đó (1) có 4 nghiệm : x=+2, x=4+ v15 
Chú ý 
Bạn có thể phân tích đa thức ra thừa số bằng các cách : 
1) Tách-nhóm các số hạng : (I) © x`— 4x°- 8x” + 32x + x`- 4 =0 
©x?Œ%Ì- 4) - 8 — 4) + ( xÌ`— 4) =0 c> (xÌ—-4Xx”—-8x+l)=0 
2) Đồng nhất thức : Giả sử x*- 8x`~ x”+ 32x - 4 = (x"+mx+nX(x”+px+q) (3) 
Trong đó m, n, p, q là các hệ số nguyên cần xác định. 
Viết lại (3) ©> x°— 8x`— 3x” + 32x — 4 
=x'+ (m +p)x(mp + n + q)x” + (ap+ mq)x+ng 
m+p=-8 
mp+n+q=-3 
np +mq=32 
nq=—4 
chỉ nhận I trong 3 cặp sau đây : (2; -2), (1; -4), (—l: 4) 
Thay vào các phương trình còn lại của (*). Với cặp (1; -4) có 
Szz xế 
©° 
mp =0 


Suy ra (*) . Từ phương trình cuối của hệ suy ra cặp (n; q) 


kế Thay vào (3) có (1) © (x”—- 4Xx”- 8x + I) =0. 
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Thí dụ §. 
Giải phương trình 2xÌ-IIx £lIx 3=0 (4) 
Lời giải 
Phương trình Không có nghiệm x = +[ 
Các ước của hạng tử tư do a,= 1|; +2; t3 


Các ước của hạng tử bậc cao nhất a, 


Băng cách thử ta thấy x= ` là một nghiệm của phương trình (4) 


Dùng sơ đồ Horner 2 =H II =3 
: __ -š $ 
2 
2 -10 6 0 
: Ị ¡__5+Vl3 
Suy ra () > 2(x 2) 5x+3)=0 c› X=;R=¬ _ñ 


Thí du 6- Thy c ca. \ : “ưng 
Tìm m để phương trình sau có 3 nghiệm đương phân biệt : 


x`- 2m + L)x`+ (3m † l)x - (m + I)=0 1. “c 
Lời giải 
Để ý : Tổng các hệ số bằng 0, phương trình (I) có nghiệm x = I. 
Dùng sơ đồ Homer 
l -(2m+l) (3m+l) —(m+l) 
1j Ù =/H~.. ~ m+L 
II -2m m+l 0 


x=i 
xÌ-2mx+m+l=0 (2) 
Gọi h(x) = x`— 2mx + m + I. Phương trình (1) có 3 nghiệm dương phân biệt 


€©› Phương trình (2) có 2 nghiệm dương phân biệt khác I. 
Điều đó xảy ra khi và chỉ khi : 


Suy ra (1) ©>(x— 1)(xÌ- 2mx + m + I)=0<> 


A>0 m'—m- >0 ụ 
P>0 m+I>0 T1 sa cả I+ v5 
= = 2 œ m>——. 
S>U0 2m >0 
m>-l 
h(l) z0 2-mz0 
m>0 
mz2 
I+⁄5 


9Ị 


“Thí dụ 7 


Giải phương trình x'+e4=5x(x 2) (1) 
Lửi giải 
Khai triển (l)<> x” 5x`+I0x+4=0 (1) 


Để ý : Tổng các hệ số bậc chẩn bằng tổng các hệ số bằng lẻ (bằng 5) 
=> Phương trình (1`) có nghiệm x = - Ì 


Dùng sơ đồ Horner : Ị -5 0 J0 4 
-¬l -l 6 =6 -4 
l -6 6 4 0 

Suy ra: (1`)<+>(x + I)(x`- 6x`+ 6x +4) =0 (2) 


Xem phương trình x`- 6x`+ 6x +4=0 

. Phương trình không có nghiệm x = +l 

. Nghiệm hữu tỷ (nếu có) của (2) phải là ước của 4 tức x = +2; +4 
Bằng cách thử ta thấy x=2 là một nghiệm của phương trình (2) 
Dùng sơ đồ Horncr : 


I -6 6 4 
2 2 -8 -4 
I _4 -2 0 


Suy ra (2) <> (x - 2)(x`- 4x -2)<+{x=2;x=2+ \6} 


Thí dụ 8 
Tìm a để phương trình có 3 phân biệt lập thành cấp số cộng, 
š 5 v.. 
xì C +24) + (34 24420 a+ ca-l=0 () 
Lời giải 
Viết lại (1) c2 (2x-l)a`-(2x`+2x- nh x~ ;uờ =0 (2) 


Gọi vế trái của (2) là Q(a) 
Phương trình (l) có nghiệm không phụ thuộc vào a <> Q(a) = 0 V/a<R. 


: 5 3 
Điều đó xảy ra khi và chỉ khi hệ sau có nghiệm {2x” ‡ 2x — =h Ơ 


Eš 
xÌ-—x +2x-I=0 


-_ Vậy phương trình nghiệm đặc biệt x= —, VacR 


2 


| — 


Dũng sơ đồ Horner 


l ` 3 
| 3w 3a -2a+2 -a + a- Ì 
3 2 
Ũ l ì 
Hì a a+l 
2 ) 3 
| KÔ) 34 —=3i+ Ũ 
Suy ra 
I I 
| § Ậ X Ụ tà & 
(l)c>(X 2) 2anx+2n -3a+†2)=0 <> | 2 2 
| « ¬ 
Si |x - 2ax 12a 3a t2 x0 (3 


Gọi f(X)=x” 2ax+2a  3a+2;, V'= a +3a 2=(l a)(( 2) \'»0<>I<a<2 @) 
Gọi S=x,+x..P=x.x.. Theo Vị ét: P=2a ` 3+ 2>VxcR:S=a 

Thây răng P= 2a` 3at2s0 Mac š Các nghiệm của (2) luôn cùng dâu 

Từ (3) -> S>L. Bơi vậy : 

Phương trình Cl) có 3 nghiem phần biết lấp thành cấp số cọng 


š = T l 
<> Phương trình (3) có 2 nghiệm x,, x‹(X,<x;) thoá mãn X.+ Ầ =3 


<>2x+l= 4x, <3 2(a+V2\ #I=4(a VV)e >6⁄A =34 I<›»364\=(2a l) 
2Ñ ¡ 3/6 

30 
(thích hợp (3)) 


c>36( a +3a 2) =da datlcs40a` 112a+73=0 <> a= 


Vậy tập hợp các giá trí phải tìm của a là a = 3o 


Chú y TÚ Trong thí du trên. ta đã sự dụng kÝ thướt từn nghiêm cô phi. 
Chú ý2— Bài toán tìm điều kiện để phương trình bậc 3: ax + bx`+cx +d=0có 
các nghiệm lập thành cấp số công còn có ‹ ác cách giải khác nữa 


| ỗ 
| 


§2. TRÁO ĐỔI VAI T Ò ẨN -THAM SỐ, 
PHƯƠNG PHÁP HẢI IG SỐ BIẾN THIÊN 


Thí du I | 


Giiải và biện luận theo m số nghiệm của phương trình 
(X  x#l) =x 35x #(5m+l)x+m” ) | 
Lời giải 
Viết lại (Il)<> m +S5Nm +3X 22v tận xi =0 (3) 
Xem (2) là phương trình bắc 2 đổi với mì 
TacóA„=4xẺ 12x +l7x” 12x+4z( 2X  3x+2]) 


Các nghiệm của (2) là: m,=xỔ Íxt!lim.= XÔ k Í 


x`—4x+l-m=0 (3) 
x`txtl†m=0 (3) 
A',=4  I+m=m+3;A.=l- 4- 4m = 4m - 3. 

Các nghiệm nếu có của phương trình (3) là: x, ›= 2+ Vm13 


-Í:Èx- 3 
Các nghiệm nếu có của phương trình (4) là: x,;= S- ke cản 


=Xx`—4x+I 
Do vậy (2)<> bánh) - c2 
m 


x—x=l 


C2 g2 › h › ổ 7 
Đề ý “': (x`- 4x + I- m)+(x +x+l +m)=2x-3x+2=2|x ¡| MP TànDGc 


suy ra các phương trình (3) và (4) không có nghiệm chung. 
*Nếu m< -3: 
® A`,<0 : Phương trình (3) vỏ nghiệm. 


® A;>0: Phương trình (4) có hai nghiệm phân biệt x,›= — 
-1#+⁄--4m- 3 
Suy ra phương trình (I) có hai nghiệm phân biệt x, ;= _ã SG * 
* Nếu m = -3: 

® A',=0: Phương trình (3) có nghiệm kép x, = x;= 2 

® A;>0: Phương trình (4) có hai nghiệm phân biệt x;= l; x,= - 2 
Suy ra phương trình (I) có nghiệm x = l; x = †2 


* Nếu -#em<-Š: 


® A`,>0 : Phương trình (3) có hai nghiệm phân biệt x,„= 2+ Jjm 1 3 


-IFV 4m 3 
e:Á;>0: Phương trình (4ƒ cổ bai nghiệm phân köệi x.,=—) _É = 
Suy ra phương trình (1) có bốn nghiệm phân bi — - 
= —4m - 3 
X;s=2+ Vm +3; Ki = 
*Nếu m = — ` ‡ 
4 
Š Š 4 NT # 1 7 
® A',>U: Phương trình có hai nghiệm phân biệt x,= 5i“ 


® A.,=0: Phương trình (4) có một nghiệm kép x,= x,= 
Suy ra phương trình (L) có ba nghiệm phân biết x=L- : x= 


, 3 
* Nếu m >— 
4 
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«\ >0: Phương trình (3) có hai nghiệm phân biết x,;= 2! Vm ‡ 3 
« AC<Z0: Phương trình (4) võ nghiệm. 
Say ra. phương trình (Í) có hai nghiệm phân biết x,;= 2 ! vVm +3 


Tóm lai 
/ 
z 1l 4 3 
# Neu m< 3: Phương trình (L) có hai nghiệm phân biết x, s= à 5 = 
*® Neum= 3: Phương trình (L) có nghiệm x = Ì;¡ x= +2 
3 
*#*Nu 3<m< : : Phương trình (Ì) có bốn nghiệm phân biệt 
=—= ‡ 1 3 
Ñyx=3 # Vm 13; Kiị= : K = 

3 ` P Ầ sự I 7 
* Neu m = Ậ : Phương trình (1) có ba nghiệm phân biết x = + „iX= 5 

3 
# Néu m > 4 : Phương trình (1) có hai nghiệm phân biệt x,v= 21 Vm | 3 
Cw ý (`) 


Nếu x, là nghiệm chung của các phương trình /fv)= 0 và ñ(v)=0 thì x¿ ất là 
nghiệm của phương trình p./fv)+¿/.h(v)=0, V{p. g)€R. 

Nói khác đi p/fv) + g.h(v) Z0. với Voe2, p` + g Z0 là điều kiện đủ để các 
phương trình f(x)=0 và h(x)=U không có nghiệm chung trên 2. 


Thí dụ 2. 

Giải và biện luận theo äa số nghiệm của phương trình 

2x ` 4x'+(4 a)x t(a 2)xX+a a =0 c. () 
Lời giải 

Vi& lại (l)c> a t(x ` x— la - 2x'+4x`- 4x Ì+2x=0 (2) 


Xen (2) là phương trình đối với ẩn a. 
Sc V=(x) x l) 42x +4x) 4x +2x)=(3xÌ`- 3x+ 
> Các nghiệm của (2) là: a¿=x` x+el:a.= 2x +2x 


l4 b a 0 3 
Do sấy (2) c> .. : || "S1 = vu 
ịa 2x  +2x 2x -2xta=U (4) 


5 ` ` s í 1 
Để t(x” x+ la) +(2x -2x+a)=3x Sei=3js ;] + „>0 VxcR 
> Hai phương trình (3) và (4) không có nghiệm chung. (5) 
® “phương trình (3): V` = 4a - 3 
3 
« Nếu a< " <>W'<0: Phương trình (3) vỏ nghiệm. 


3 I 
«Nếu a = š <3 AT =0: Phương trình (3) có nghiệm kép x= - 


9š 


3 
ø Nếu a > P <>» A' >0: Phương trình (3) có hai nghiệm phản biến 


l1 V4a 3 
_ 
_ 


* Xt phương trình (4) : A`=I 
« Nếu a< ` <> A'>0: Phương trình (4) có hai nghiệm phân biệt 


livL 2a 
x= 


Bị 

® Nếu a= Ì <> A'=0: Phương trình (4) có nghiệm kép x = : 
I 

ø Nếu a > % A` <U: Phương trình (4) võ nghiệm 


Tóm lái. từ các kết quả trên cùng với (5) kết luận : 
Iivl 24 
"5 


® Néu a < : : Phương trình (E) có hai nghiệm x = 


I 
®@Ncua= _ : Phương trình (4) có nghiệm kép x = - 


t2 =2 


ì 
®@ Néụ : <u< : : Phương trình ([) vỏ nghiệm 


3 . 5... 
s®@Ncu a > b : Phương trình (1) có hai nghiệm phân biết Š 
Thí dụ 3. 
Với môi a, gọi x, là nghiệm của phương trình 
X'+2x`+ 2ax +a`+ 2a + =0 LÊN) 


Tim ä để x, nhận giá trị bé nhất. 


Lời giải 
® x, là nghiệm của phương trình (Í) ‹ > x) +3x 3 +2áx +a +2a+ [=@) 
tan +2 (X,+ + NÓ e2” +Í=0 Gì 
Xem (2) là phương trình đối với ân a. 
® Hiển nhiên (2) có nghiệm. Điều đó xấy ra khi và chỉ khí VÌ >O 
<>(x, (HỆ (X) 12x) 11020 <3 (x01) (xƑ >Ó 
<3 (X,C XIN CN 12030 <3 ÚSx,<E 3> mmx,=0. 
Tháy x,= Ú vào (Ú) có at 12ail 0<» a=-I 


Vậy tập hợp các giá trị phải tìm của a có một giá trị duy nhất là a= — T. 


| Thí dụ 4. 


| 
%6 


Giải phương trình x” 7X`+ v@=0 


{1 


Lười giải 
®x. là nghiệm của phương trình () <>xp 7X. t6 =0 


«€3 xẹ (6+ 1)x„+4 d6= Úc» xj;6 6 x° tex¿=UÚ » Ni là nghiem 


của phương trình sau với l2: xua a Xi tx¿=0 (2) 


Thấy rang (1) không có nghiệm x<0 › (2) là phương trình bậc hai đối với ñ và 


\=l đxj(C x8 34, J=4x)ý xe e(@xý TÌ 
¬ N : : ` ). 

- Các nghiệm của phương trình (2) là a,=x„; =>, 
K 

ñ. =$ : 

F a 8 â= ® 

Suy ra (2) c2 ‹? l x¿€3|, , 
|a a. a _ Xạ,taxu, =0 
Xụ 


|x hÌ lx, 6 lX Lự6 
¬k atJa r4 3|, -j6a4 i6 ** niẾt v6 
Ủ) Xụ 
2 


X 
2 L4 
*?=‡+ W6 
Vày của phương trình đã cho có tập nghiệm là c8 v6 
xe l 


Lời bình 
Phương pháp giải giải thí dụ trên được gọi là phương pháp hãng số biến thiên. 
Các bạn theo dõi tiếp thí dụ Š và 6 tiếp theo dưới đảy. 


Thị dụ Š 
| Giải phương trình x`=2+V2 x - ú) 
Lời giải 
IS Hsà an “ (@) 
x.<2 M2<x<2 
® x„ là nghiêm của phương trình < > xạ =2+ và= X, €c>(xạ 2) =2 xụ 
> 2 là nghiệm của phương trình sau với đu là œ :(X¿ ca) °=u Xẹ 
(C>Xx; 2Xuta=a Xucsa (2x2+1)+x)+x,=0 @) 


Ta có (A) =(2x„ +31) ` 4(x¿ +x¿)=(x, 1) >0, VX, suy ra 


2#2 1+ 2u —I 


(3)<» 
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x = Iđoại do (2)) 
<»x= 
g=-—=2 


⁄5 


n Ẻ (loại do (2)) 


“: ‹ lễ. 3 
Với a, = 2 có Xa + Xạ=2€>Xa + Xx„ 2=0c2 


“- An - 3 
Với a:= 2 có xạ + X,+ I=2c>xa+x,- I=0c> 


x<= THẺ sốc 
2 
⁄5-I 
43› x=———. ( 
: ) 
Từ (4), (5) kết luận phương trình có hai nghiệm là x = -2 và x = = _ 
Thí dụ 6 
Giải phương trình x ‡ j3 + ýx — 3 @) 
Lủä giải 

Điều kiện : 0 < x < I (2) 
Với điều kiện đó ta có (I) c> 3-x=3+ Vx c2 (3-x)=3+x @) 
Đặt 3 = a, phương trình (3) được viết (a - x)`=ax 
«> a` (2x+l)a+(XÌ`- x)=0 (4) 


Xem (4) là phương trình bậc 2 đối với a. 
A,=(2x + D`-4(x'=vxE (2x +, a=x+ Vx +1, a,=x- Vx 


=áy a=x ` +x+l Ù 
Do vậy (4) c> ‹» (5 Thay a = 3 ta có 


8; 


: Ề Mx -¡ 
x†+x 2-0 
c>|dx=-2 
x.x-3-0 = 
~1+V13 
W~-DR 
2 

Kết hợp với điều kiện (2) có x=l. Đó B nghiệm đưy nhất của phương trình đã cho. 

Chú ý : Các phương trình trong hai Thí dụ 5, Thí dụ 6 còn có cách bằng cách 
đặt ẩn phụ được trình bày trong §4 chương V: Phương trình, bất pÏritte trìnH vỏ tí 
Riêng Thí dụ 6 bạn có thể đoán nghiệm rồi chứng mình đó là nghiệm duy nhất . 


BÀI TẬP 
Bài I. Cho/fx)=x'+2x`- 2(m +4)x - 2(m - 2x +(m - 2)` 
1) Giải phương trình f(x) = 0 khí m— 2 
2) Tìm m biết rằng f(x) >0,VxcR 
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Hồài 2 Giải và biên luận theo ä số nghiệm của phương trình 
xÌ" 10x` 2(a II)xÌ+ 2(Š(+6)x + 2a+a =0 


® Phương trình tràng phương - avftbv +c=0) ' 
® Phương trình (vtalft(v+b)°=c : 
® Phương trình hối quy - đi ttbv tcv ®#bv+kÌa=0 d 
(Phueme trình (Vay tbvtka)(afv +tbfv+a"ltpv +tgv +Rpv = 0} : 

ø Phương trình (ov+b) ta 'vtbfJ +ta+d')vt(b+b?)Ƒ#+c = (0) \ 
®Phuơng Đình d(av + ĐA + cÍ £ b(av tt bvtc)+c<=0) h 
h 


I. Phương trình trùng phương : ax“+bx?+c =0 (az0) 
CÁCH GIẢI 


Đặt ẩn phụ xÌ= t >0 đưa về phương trình bậc hai at +bt+c =0 


Thí ạ 1. 
Tho phương trình xÌ - 2mx`+ 2m - =0 (l) 
Tìr m để phương trình có : 
) Đúng một nghiệm dương; b) Đúng ba nghiệm. = 
Lời giải 
Đặx” = t> Ú, phương trình trở thành t - 2mt + 2m - =0 2) 


Để , với mỗi t > 0 phương trình x”= t cho hai nghiệm đối nhau x = + ⁄ 
Bởnây : 
® 1 “hương trình (1) có đúng một nghiệm dương, 


` T -_„.ltụạ<0<t, 
< › hương trình (2) có hai nghiệm t, › thoả mãn ( 
th 
# l 
Trưng hợp !: <0<t: <3 ac<U <> 2m- [<0 <> há (3-1) 
& =0) 2 I0 
Trưng hợp 2: =ty<ty c3 ‹» tụ ‹» .= (3-2) 
S>0 3m >0 2 


Từ (-1), (3-2) kết luận : 

Phưng trình (1) có không quá một nghiệm dương <> m< h 

® 2Phương trình (l) có đúng ba nghiệm <> Phương trình (2) có hai nghiệm 
2m-I 0 


t,y„ thomän Ö =t,<t, <› <»>m= 
2m >0 


Chú ý. 
Nếu các số X\, Xs, Xv(X)< X;< XI) thoổ mãn X.— Xs= Xs— X: HgHỜI tạ nói các xổ. 
Xị, X›, Xị lặp thành cáp số cộng. 


Thí dụ 2. 
Tìm m để phương trình có các nghiệm lập thành cấp số cộng : 
" x1~ 2(m + I)x`+ 2m + I=0 - : (1) 
Lời giải 
Đặt x` = t >0, phương trình trở thành t” - 2(m + T)t + 2m + I=0 (2) 


Đề ý, với mỗi ! > 0, phương trình x”= t cho 2 nghiệm đối nhau x = + NI 
Bởi vậy phương trình (I) có các nghiệm lập thành cấp số công trong 3 trường 


hợp sau đây. 
* Trường hợp ! : Phương trình (2) có hai nghiệm t, ; thoả mãn Ö = t,< 1 
R 2m+l=0 
Điều ấy xảy ra <+ k <> m=-~ hệ () 
m+l>0 2 


* Trường hợp 2 : Phương trình (2) có hai nghiệm t, › thoả mãn : t› = 91, > 0 
+ Phương trình (2) có hai nghiệm t; > t, > 0 


A'>0 m' >0 
<» ‡2m+l>0 <> ¡Ê€° a<mz0 (4) 
— 2 
m+I>0 Màn 


Khi đó các nghiệm của phương trình (I) là 
x,=¬Vb :x:=—t :xv=Vb :x¿=b 
+ Các nghiệm của phương trình (I) lập thành cấp số cộng 
€2 X.—-Xc=Xy¿T=X;=X;— X; hay NI _\h, =h ¬\ù =. = St: 
—YN = 3Í, <> t;=9t, (S5) 
tị, +t, — TÔU, 2m + l) = IŨÚt, 
tạ=©9 ˆ mm +1=9t 


Từ (5) '| => 9.44(m + I)°= 100(2m + |) 


<> 9(mˆ+ 2m + l) = 25(2m + l) <›> 9m - 32m -I6=0 c>|m 4:m 5| 


(thích hợp) (€) 
se Từ (3), (4), (6) ta có tập hợp các giá trị phải tìm của m là 


| 4 
m= vi m2 4im= | 


2 ọ 
Thí dụ 3.. ~E h : 
Chứng minh điều kiện cần để phương trình ax`+ bx`+c =0 (a 0) () 
__ có bốn nghiệm lập thành cấp số cộng là 9b” =l00ac  - - @) 
100 


Lời giải 
Đặt x` =1 >0, phương trình (L) trở thành at + bt + c =0 @) 
Để ý - với môi t > Ú, phương trình x`=1 cho 2 nghiệm đối nhau x = † vị. 
® Bởi vậy phương trình (L) có bón nghiệm < >» Phương trình (3) có hai nghiệm 


tà thoả E>zt,> 0 
Khi dó các nghiệm của (L) sẽ là x,= da ÿÂ SÑ =-jụ: Xạ= V: Xạ= ⁄. 
® Bọn nghiệm của ( L) lập thành cấp số công €3 X;- Xi=Xị- X;=X:— Xị 


set, - đụ =2 ‡s> (=3 Vcsb=9t (4) 


TÚI, › 
sT ¡ +1; -> TÚ, a GEẾ_.t2yS 
ư(4) > š ‹> >9b =l00ac (dpem) 


a 
Chú ý: Còn nhớ cân và đủ để phương trình (3) có hai nghiệm tụ, t; thoả mãn 
t,= kt, là kbÌ= (k + l)ac. Với k = 9 ta có (2): 9b`= 1OOac 


II. Phương trình (x+d)“+(x+b)“=c () 
CÁCH GIẢI 
a-b 
x‡+a=t‡ 5 
_ _Ö*ttaf+x‡tb VÀ 
Đặt ân phụ t= 5 › - 
x+b=t 
2 
z 4 
thay vào (1) có 2 + 12| 3 °| t2|*; “| +0 (2) 


Phương trình (2) là phương trình trùng phương đã biết cách giải. 


Thí du 4 
Giải phương trình (x + 3)Ì+ (x + 5)'= 
Lời giải 
x‡3‡x‡tŠ x+3=t=l 
=x+4-> 
K“+5=t+l 


(t— l)°+(t+l1)°=2<32È+ 12+2=2c+t(+6)=0c>t=<=0. 
Từ đó có x +4 =0<>»x= 4. 


Đặt t = Phương trình (1) trở thành 


Thị dụ 5. 
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Lời giải 


Ta có (l)<> y =m - x, thế vào phương trình (2) có : x**(x-m)°=m! 3) 

Đại Go 5= v8 = x=t+— (4) 
2 ` 2 

Phương trình (3) trở thành : 


4 4 
=m' c> 2` + 3mỀỦ - 7. =0 6) 


I+2]+|cZ 


A = I6m'>0,Vm. 
Trường hợp †: m =0, phương trình (Š) môt nghiệm duy nhất t = 0 


Suy ra nệ có một nghiệm duy nhất x = y = 0. (6) 
 S...h (loại) Ắ 
Ti ường hợp 2: m #0, ta có (5) <3 : = t=+ c 


= _ (thích hợp) 

Thay vào (5) có x = 0,x =m 

Từ đó suy ra khi m # 0, hệ có hai nghiệm (x = Ú; y = m) hoặc (x= m; y =')). (7) 
Trong (7), khi m = 0 cho ta kết quả (6). Bởi thế từ (6) và (7) cho kết luiận : 

Tập hợp nghiệm của phương trình là {(x = 0; y = m), (x =m; y = 0)} Vm=R. 


III. Phương trình hồi quy 
x*+ bx` + cx?+ kbx + kq=0 (ka z0) ( 


CÁCH GIẢI 
Thấy rằng phương trình không có nghiệm x = 0 nên chia hai vế cho xỶ z (, 
txcõ(l) Cat2 bo cbỔ 4VSÊ =0 nga Š- Nhœt Ê kec>0 Œ 
X x x” x 
2 2 


Đặt t =x + Š tay +2 +2k =x)+ _. =Ủ+ 2k. 
X x" L 


Phương trình (2) trở thành at” + bt + c - 2ka = 0. 

Tiếp tục giải phương trình này theo k. 

khi b= 0, phương trình hồi quy suy biến thành phương trình trìng phươmg đặc 
biệt) 


Thí dụ 6. 
Giải phương trình 2x*+ 3x`- l6x”+ 3x +2=0 .. 


Lời giải 
Thấy rằng phương trình không có nghiệm x = 0. 
Chia hai vế của phương trình cho xỶ > 0, ta có : 


()© 2x”+ 3x ~l6t Š +-^ =0 = 2|x'+.S]+3|x+2]-16 =0 lt) 
xX X x" Lộ 
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Ề 1 Xe IỆ 
Đạtt=x+ Ì >2 (3). suy rat =x + +2c>»x+ -=L- 2, 
` v = 
h 4 
Phương trình (2) trở thành 1 + 3 20=0 | 5 (thích hợp (3)) 
Ũ 
ì 2 
Vớit=#có x+ =4 ‹>x` 4xel=Œc2 x=21/3 (4) 
x 
TC, 1 S 3ú. 2 l 
Với 1= cóXx+ = c> 28 +§xt2<Ú ©cš|xK=<2,xe -} (5) 
2 X 2 
Từ (4), (Š) suy ra tập hợp nghiêm cua phương trình (Í) là : 
í I 
{x=2+‡ v3:x=2x= T} 


Thí du 7. 
Cho phương tĩnh x”- mxÌ- (2m + Ï)x`+#+ mx + I=0 (l) 
Tìm m để phương trình (1) có hai nghiệm phân biệt và lớn hơn T. —= -j 
L2 giải 
Thấy râng phương trình không có nghiệm x = 0. Chia hai vế cho xỶ ta có: 


(l)<>x` mx (2m+I#^+ ' =0<2 (x*+ l }-m(x- 1 2m+l)=0 (@) 
x L3 


Lì X 
h x` 1x-.1-0 (4) 
Đặt t=x (3). suy ra : _ ' b 
X  =K ‡+-c-2Á4>x †—=t +2 (5) 
x + 
phương trình (2) trở thành : t`- mt - 2m + =0 (6) 


Gọi về trái của (4) là /x). Để ý ác = 1< 0,VICR -3 phương trình (4) luôn có 
nghiệm hai nghiệm trái dấu. Bởi vậy, phương trình (4) có nghiệm x>l khi và chỉ 
khi [./() <0<»-t<0<3t>0 

© Vì thế, phương trình (1) có hai nghiệm lớn hơn Ï <3 phương trình (6) có hai 
nghiêm dương phân biệt : 


Aso0 m'` +8m- 4>0 m<-4—-2⁄5 

‹> |l 2m>0 <» m<) `. m>-4+2/5 
s I 
mg m>0 0<m<— 
2 2 


‹› 2/5 4em<2 
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Thí dụ 8. = 
|[Pluương trình (av +bv+kaafv+b x+kd")+pvÌ+gvC +kpv=0; kaa" ⁄0| 
Giải các phương trình 


a) (x~l)(x-2x-4Xx-8)=70x? — b) (x”13x1 : Xx”-x! ¿) 12x 
Làš giải 
a) Ta có(x- 1x 2Xx 4x - 8)=70x` «>[(x- l((x - 8)]Í(x 2)(x 4)|=70x` 
<> (x`.9x+§)(xÌ6x+8)=70x` (1) 
Thấy rằng phương trình không có nghiệm x = 0. Chia hai về cho x` > Ú có : 
()© ¬." . ..- (2) 
LỆ x x 
Sẽ có hl=|x+- |=bd+-Š->4-/2 G) 
x |x| 


Phương trình (3) trở thành (t - 9Xt - 6) =70 <> t- 15t l6 =0 <> 


+ Giá trị t=— L loại, do không thoả điều kiện (5). 


+ Với t=l6, thay vào (4) có l6= x + z €> xÌ-I6x+8=0 c>x=§+2v14 
x 


Vậy phương trình có 2 nghiệm : x=8t+ 214 


b) Xem phương trình Gx +3x+ 2 Xx”-x+ z)=l2x” q@) 
Thấy rằng phương trình không có nghiệm x=0. Chia hai vế cho x” > Ú có : 

l 1 l 
l t—+3|Ìx+ —-I|=12 (2). Đặtx+ — =t 3 
0e |» 4x |- 4x &) = Ấy bế 


Điều kiện : |t| > l. Phương trình (L) trở thành (t + 3)(t - L) = 12 

«> +2L 15=0 <>{t=3;1= -5} (thoả điều kiện || > L). Thay vào (2) : 

+ VớiL=3,x+ hm" €> 4x`- l2x+l=0<+ x= 11242 
L5 


+ Vớit=-5,x+ .- 4x Ì+ 20x + I=0U c>x= -5+2/6 
x 


512/6 
vn 


Vậy phương trình có 4 nghiêm : x = — ;xX= 


Thí dụ 9. 
Giải các phương trình : 
a) (2xÌ-3x- I8)(3x)+2x-27)=4Ix`+10x”-369x (I*) 
7x` - 101x` + 42x 


: =x` —llx+6 (2?) 
2x +x1l12 


b) 
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L2N giải 
a) Thấy răng x — Ö không phái là nghiệm. Chía các về cho x` > Ú có: 


l§ lÃ) 369 
de |A 3 T3 H3 [=Ix+10 
xỈ ` x 
| 9) VN [ 9) |} , 1 9 
‹› |P|x 33x ?Ì:a| ailx °Ì: rò 2) 
| ` HIẾN) x' | | xì 


9 
Đát L= x (3). phương trình (2) trở thành (2L 3)(3t + 2) = 411 + 10 
X 


<>3U 3t .e0c | §tr Ầ 


3 
R : 9 : 
t Thấy t = 8 vào (3) có x =8 cv 8x 9=0c3+ƒx= l;x=09) (4) 
` 
9 ` 325 
+ Thay : Ì van (3) cũx sẻ ‹> 3xx 27=0 c‹> x= l 432 (5) 
3 &. Ä 6 
1t v325 
Vậy phương trình có tập nghiêm là ¡x = ý ;x=-Ì;x=9 ) 


b) Viết lại (2#) < > (2x + x + 2x” Hx + 6)=7x'+ I0Ix`+ 42x 
Thây ràng phương trình không có nghiệm x=0. Với x ¿⁄ 0, chịa hai về cho xỶ ta có 


"3 2 
e «›|sx+ti Ì ¬ 7x tối ¿ #2 
x x X 
l l[ s6) ,„ 6 
‹>|2|x+ ‡ TÌẦX + H 7x ) IƠI (8) 
XxJ Í xi | ` 


Đặt t= x+ 6 >2 V6 (6). Phương trình (Š) trở thành (2t+l )(t— 1 )=7t - LÔ 
x 


$ t 
<>2U- 2§t+90<=U c>t” 4r+45=0 c> (thích hợp (6)) 
IS 


6 Š 
+ Vớit=Š,có x‡ =9 c2 xXx 'x#+6=0Úc2» ‡x=2;x=3} 
X 


9+ 57 
2 


_ 9+ v57 
` Ø 


6 Ề 
+ Với t =9.có x+ =9‹›»x 9%%+6=Ú<>»x= 
X 


Vậy phương trình có tập nghiệm là : {x — 2:x - 3x 


Thí du 10. 
Giải các phương trình : xÌ x+£ =Í" = () 
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Lời giải 


Điều kiện x`+ x >0 (2) 

Bình phương hai vế của (l) ta có : 2(x”- x + l)`=xÌ+x 3) 

Thấy răng phương trình không có nghiêm x = Ö. 

Với x 0, chỉa hai vế cho x`> 01a có (3) €3 2|x LÝ Ì =.. ` (4) 
x ` 


Đặt t=x + >2 (10) Phương trình (9) trở thành 2(t - I}`=t 
X 
(=3 
‹>210-5L+2=0 <» | c =2. 
(loại do (2)) 
2 
Với t=2 có x‡ Š =2<c>(x-~l}`=0<› x =l (thích hợp (7)). 
x 
Vậy phương trình có ! nghiệm duy nhất là x = I 
Thídụil. - l ï 
Tìm m phương trình sau để có nghiệm 
[~ mx ‡† _ J 
2 


=mx” (Œ) 


: I 
x +(m+l)x+— 
4 


Thấy rằng phương trình không có nghiệm x = 0. Chia hai vế cho x` > Ö có : 


=m (2) 


Ù l 
I)<> |2x -m+ —-|[x + (m+l)+— 
( m ¬ x‡(m-+tl) % 


Đặt x + b = t|I|> 1. Phương trình (2) trở thành (2t - mXt + m + 1) =m 
X 


<> 2U + (m + 2)t - m(m + 2) - 0 (3) 

Gọi /(t) = 2£ + (m + 2)t - m(m + 2) ; A = (m + 2) + 8m(m + 2) =(m+2)(9m+ 2) 
Phương trình (2) có nghiệm khi và chỉ khi phương trình (3) có nghiêm t. thoa hí >Ì 

Ta giải bằng phương pháp gián tiếp. 

Phương trình (3) không có nghiệm thoả ltÌ >I trong hai trường hợp sau : 


2 
® Phương trình (3) võ nghiệm <> A<0 c3 (m+2)(2+9m)<0 c3 -2<m< — 5 (4) 
se Cả 2 nghiệm của phương trình (3) đều thuộc (-l; 1) 
2 2 
> -2;:-— -3:—— 
_. "| 2| "| 2] 
> : = 
‹> [f(Cl)>0 <2 am” vi: L-S + a5 
—m(m + 3) >0 2 2 
s 
-l<—<l m2 -3<m<0 
2 =l<= <l 


| 
Ị m< 3 
k2 K (5) 
xì 
| m < (Ì 
| 9 
6 - =2 - ý U) 2 
KG 0100000nsiiii0i0000nsiiiT1 s° 1//11/8M1/// d IIINIAIIII(HANHII10140/41/0//21 > 
I ,I? Isvi? 
_ ` 


Tư (4), (Š) suy ra phương trình (3) không có nghiệm thoá lÌ > ]khi và chỉ khi 


lui - 
3 


m < () 


h VỆ Ý- 3 n É xế 3 LÊ và : ›.,|Jm< 
$ Từ đó suy ra tập hợp các giá trị phải tìm của m là: 


1. 


m>(0 


Thí du 12. 
Cho fx) =(x ` 2mx + l)(x + 3x £ l) + 2(m + L)x`. Tìm m để 
a) /x) = 0 có Không ít hơn hài nghiệm dương phân biết. 
b) /x)>0.Vx 


Lời giải 
a) Thấy rắng x = Ø0 không phải là nghiệm của f(x) = 0. Bởi vậy, chía hai về cho 


I 
x†— +3|+2(m+l)=0 (l) 


X 


$ l 
¬ÔÔỞÔ -= 2m 
X 


Đátt=x+ „It| > 2, Phương trình (L) trở thành (t- 2m)(t + 3) + 2(m + I)=0 
X 


<»t+(3- 2m)t+2—- 4m=0 (2) 

Gọi h(t) = (t- 2m)(t + 3) + 2(m + T) 

® Xem phương trình t=x+ 1 ¬s. xẽ-paI<0 @) 
x 

* Với |t = 2, phương trình (3) có các nghiệm kép cùng dấu. (4) 

*# VIt| > 2, phương trình (3) luôn có 2 nghiệm phân biệt cùng dấu. (5) 

* Lại có #(- 2) =0 Vm, nên h() = (t + 2)( - 2m + l) (6) 


se Từ (4), (5), (6) => Phương trình đã cho có không ít hơn hai nghiệm dương 
3 
«+ Phương trình (2) có nghiệm t > 2<» (2) <(0<> I2 - #m<0 <3» m ĐH] 


b) e Khi x = 0, f(0) = I >0 Vm. 


® Vx z0, ta có f(x) = x”.h(t) \ Ị 
Bởi vậy f(x) > 0 ,Vx <+ h(t) > 0 ,VIt| > 2 Œ) ` R 
Do (6) nên (7) «» -2< 2m - I<2 “.. Si T24 + ẤC Jý 
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Thí dụ 13. (Phương trình œx'+Bx+œ=jpx* Lq®? tp ) 
Giải phương trình x`+ 3x + Í =xjx` +x` +1 () 
Lời giải 


Thấy rằng x = 0 là một nghiệm của phương trình (l) 


Với x chị ha vế của () chox,cổ (1) c3 kt L3 # D + v1, (2) 
X x” 
Đậtt=x+ Ì >2 + ~2=x*+-Ì, phương trình (2) trở thành 

x x` 


t+3=+V 1c>(+3Ƒ=U-1 c6 t=Š đoại) 


=> Phương trình (2) vô nghiệm. (3) 
Từ (1), (3) , kết luận x=0 là nghiệm duy nhất của phương trình đã cho. 


Chú ý 
Phương trình dạng ơx`+ x +œ= v[px` ‡qx` + p  C*) là một biến thể đặc biệt 


của phương trình hồi quy bậc 4: ax”+ bx`+ cx` + kbx + kÌa=0 (ka Z 0). 
Chỉ khác là (*) có nghiệm x = 0, nếu p = Œ`. 


BÀI TẬP 
Bài! Giải các phương trình 
l) GỀ+3x#2)0Ẻ- x+ 2) = l2 2) x'- 3x`-2x`+6x+4=0 
3) x'+6x`+ 4x” -I2x+4=0 4) x'+x`-6x`-2x+4=0 
Bài 2. Choffx) = (x`+ mà + 2(X)# 3x + 1) # CC — 10)x`. Tìm m để 
L) Øtx)=0 có không ít hơn hai nghiệm dương phân biệt. 


2) /(x)>0 Vx 
Bài 3. Tìm m để phương trình /(x)=0 có nghiệm 
/#&)=(xÌ mx L4)|xỶ L(m+1)x + 4Ì= x” (@) 


Hương dân: Chía cho xỶ, rồi đặt x + xẻ = t, l > 4. Phương trình (1) trở thành f(L) 
x 


t+t- m(m + I)-I=0 (2) Phương trình (1) có nghiệm <©> Phương trình (2) có 
nghiệm t, thoả ltÌ > 4. 

Ta giải bằng phương pháp gián tiếp. 

Tức là tìm m để phương trình (2) không có nghiệm thoả ltl > 4. 3) 


I 1.f(4) >0 


Đề ý : f(0) = -m° m=-[mi | ~ Š <0,Vm Vì thế (3) <3 
2 4 lf(-4)>0 
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l9 m m` +0 1L .3/5 113/5 
“* <›ll m m>0<» —<Imm< 
II mm +0 2 2 


m 


®& Từ đó suy ra tập hợp các giá trị phải tìm của m là K “ 
113/5 
m> 
2 

IV. Phương trình 

(ax+b)?(œ'x+b')?+[(a+d')x+(b+b)]?+c=0 
CÁCH GIẢI : Đặt ấn phụ t= (áx £ b)(a`x + b`) 
Thí du 14. 

Giải phương trình x (x- l)`=(2x - l) +2 (I) | 

Lùš giải 
( <> xx{ HD =[x+(x DỊ+2 <> x(x ID) š|x (x DJ 3+4x(x 1)+2 
‹>x( l)`- 4xx l) 3=0 (@) 


Đặt t= x(x -l), t> „Kế hợp với phương trình (1) ->t>\2. 


Phương trình ( 2) trở thành t 4 3<0 ‹»t=2+ 7 sx ` x2 /7=0 


_1 9 4/7 
§ ni 


‹›»X 
Thí du 15. 
hà : ==- 
Giải phương trình N Ề J =— () 
x kx12} 36 


Lời giải 


x`‡xLI 


Tập xác định R. Đặt a = xÌ+ x + Í =(x + ^M : > 2 - Phương trình (1) trở thành 


1 3 Ki Tổ 3 $ 
+ ] š <3 36[(a + l) + a] =13a(a + l} 
ụ (a + l) 36 
<3 36[(a+l)-a]' =13a(a+l)” 722a(a+l) <> 36=13a (a+l)” 72a(a+l) (2) 
N„3 21 
Đất! =a(a £ D) (3), Suy ra Hư b +i)= 


= 4) 
4 l6 


: L 
Phương trình (2) trở thành 13 721- 36=0<3 |t =6; t 5B (loại) 
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Ề a 
Với t= 6, thay vào (3) có: a(a + Ï)=6<»aÌ+a- 6=0 <3 
a 
› › S) 
Với a=2,cóx`+x+ =2 ‹› x+x -I=ÚU <» x= ạt 
-I# ý5 


Vậy phương trình đã cho có 2 nghiệm x = - 5 


| Thí dụló6. - 
_ Giải phương trình 2(x - 3)Ÿ« + 2)=(2x I9 - 
Lời giải 
Tacó (l)<> 2(x- 3)}(x +2) `=[(x- 3)+(x+2)]`- 9 
«> 2(x - 3)\(x + 2)`=[(x - 3) - (x +2)]'+ 4(x - 3)(x + 2) - 9 
‹>(x-3)(x+2)= 2(x-3)(x+2) +8 c3 - =&6=3 ˆ- 
x K-6=-2 
i41 L4 vỊ7 
€& |X=————; X=-—~— § 
2 2 
Đó là tập nghiệm của phương trình đã cho. 


V. Phương trình q(ox?+bx+c)?+b(gx?+bx+c)+c=x` 
CÁCH GIẢI 

tự mŠisso-g.eEoé bế: ĐH Ki +by+c=x 

ax' +bx+4-c=y 


trừ vế theo vế ta có phương trình hệ quả (x-y)[a(x+y)+b+l]=0 


kc 


ax” † bx Jic= 
Do vậy (l) ‹> ˆ” li SG 


Việc giải phương trình (1) đưa về giải hai phương trình bậc hai. 


x”— 


ax` +bx+‡e=Y 


<> 
(x-v)[a(x Ey)+ b+I|=0 ax+y)+b+l 
ax) { bx Ec-: 


(loại) 


() 


0 


Giải phương trình 2(2x`- 2x - 5)` - 4x`+ 3x + 5 =0 


ke dụ I7. 


' y ` II 
s Đặt y = 2x - 2x 5. Để ý min(2x - 2% CC: ¬> y> 


Suy ra 4x ”+3x +5 = -2y - x- 5, phương trình đã cho trở thành 


II0 


3y ` 3y 5=%X @) 


*“ y 
3» %x 5 
Ea có bẻ x >(x yW2x+2 -l)=0 ‹> 1 
l Ÿ⁄y 3% % x y_ ) 
& 2 
® Thay vào (3ÿ 
+ Với v=y. có 2y ` 3y Š=U <»Jy= lị y= 1 thích hợp (2) 
5 
> Phương trình có 2 nghiệm }x= lịx= Si (5) 
: (177 
`. y có 4y` y lI=0c» _ : ì (thích hợp (3) (6) 
31V 31 ýIT77 
Thày (6) vào (Ê) có x= : L0 > Phương trình có 2 nghiêm x= : ý : 
Œ\ 
®@ Từ (51. C7) kết luận phương trình đã cho có 4 nghiệm là : 
5 31177 
{K=- Í;: k=e= ;x= H 
2 § 
Thí dụ 18. 
Giải phương tình VI6 8x 3x` =x'+t3x 4 œ) 
Lời giải 
_.. l6 8x 3X) (x 13x 4) @) 
Tacó (|) ‹>‡ - 
x t3x 4>0 @) 
Viêt lại (2) c> (xÌ+ 3x - 4)Ì+ 3xÌ+£8§x- ló=0 
<> (x+3x -4) + 3x '+ 3x - 4)-4=x @) 
Đặt x +3x 4= y. Điều kiến : y >0 (4) 
: `iâ3y- 4 
Phương trình đã cho trở thành y tây 4=x: Tacóhe:(*) _ - 5 
x 13x 4-y 


trừ về theo về các phương trình có (x y)(x+®y +4) =0. 


tiầy 4x 
; ki La 
3 x 
Bán vậy la có (®)< › Nang nh c» , : 
(x yMWxiyt4) 0 yl3y 4x Œ) 
(B) 
x y4 (8) 
Y 1 ' (loại) 


Xem hé (A): Thế (6) vào (5)có y`+2y  4=0 <‹» 


Y -115 


Cùng với (6) suy ra phương trình (1) có nghiệm x= V5 - 

y 4 đoạn) 
y=0 

Thể y =0 vào (8) có x = -4. Đó là mới nghiệm của phương trình (1) 
Vậy phương trình có tập hợp nghiệm là ‡x = -4:x =5 - 1} 


Xem hệ (B): Thế (8) vào (7) có y`tây=0 c+ 


Chú ý. Phương trình a(ax” + bx + c) + b(ax` + bx + C) + € = x là một trường hợp 


đặc: biệt của phương trình / [ƒ (x)] = x. Chúng ta còn gặp lại phương trình này trong 
§5, chương II. Phương trình, bất phương trình võ tý. 


VI. Phương trình x^=ơx”*+bx+C () 
CÁCH GIẢI 
(Tách bậc - đưa vẻ phương trình tích) 
Với mọi mc R ta luôn có (I) <3 (xỶ +m)`= (2m + a)x`+ bx +c - m` (2) 
Gọi Í(x) = (2m + a)x” + bx +c - m`. Ta tìm m sao cho f(x) trở thành bình phươn 


ủ c>ƒ A=0;2m+a>0} Khi đó /(x)E{g()ƒ và (1) c3 x`+ m= tg(x) 
Đây là các phương trình bậc 2. 


Thí dụ 19. 
Giải phương trình: x`=3xÌ+l0x+4  ~ ()_ 
Với mọi m ta có (l) <3 (xÌ+ m)°= (3 + 2m)x” + I0x + 4 + mˆ (2) 


Gọi f(x) = (3 + 2m)x” + [0x +4 + m° 
AL,= 25 - (3 + 2m4 + m) = 2m`+ 3m`+ 8m - 13 = (m - 2m” + 5m + 13) 
Ta tìm giá trị của m thoả {A,=U; m> " 


®Ò A',=0 ‹› (m- IX2m`+5m+l3)=0<+> m=I. Thoả mãn điều kiện m> : 


Thay vào (2) có : (2) c> (xÌ+ I)°=5x`+ I0x +5 c>(xÌ+£ I =5(x + 1) 
x` 1= 5x + I) 4. 
x`+1—- M5(&X‡Ð) 4.21 
Ý5 + vịt + 4/5 


2 
+ Phương trình (3-2) vô nghiệm, do A<0 


‹» 
+ Phương trình (3-1) < > x= 
Vậy phương trình ( l) có hai nghiệm là x= ko : T +5 
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Chị yÚ. 
V ước tim ra mề=Ï cá tÍhe làm trên nhấp, Khung can trưnh bảy trên bái làm Nghĩa 
lạt bạm Tước pháp trình bảy ngàn gọn nh trong tủ đụ 22 xan đáy 


« : ` T 
Giai phương trình x'= 2x + 3x (I) 


'Thí đu 20. 
| 
| 16 


Lời giải 


`. 9 Tn 3Ì 
Tạ cô (1)0<3(x +l) =Êx t3xt <» (x+l)=|2x ‡ | 
l6 _) 
“i1 r5 X #4 Ÿ 0 v3 
4 4 x=lt—= 
cà 5 <» ñ ° .c 3 
*" ‡Ï\. -23 |x 12x40 VN(V'< 0) 
4 Í 4 


3 
Vậy phương trình có hai nghiệm là x=| ! : 


Chú y °. 
2) ng xam sự trình bày nhự trên, người giải đả từm được số m=1 trên bản nháp 
nh chức đáy : 


Với noi m ta có (l)< > (xÌ+ m)`= 2(m + l)xÌ+ 3x + m` 


x d4 
Gọi Í(x) = 2(m + 1)X + 3x + mˆ PP: bác tư 8(m+l) 


mì 
__ l6 

Ta tm giá trị của m thoả {A',= Ú; m > -1}. Thấy răng với m = l, A, = 0, thoả 
mãn m >- 1. Nên m=t là giá trị tương thích mà ta muốn tìm. 

2) {=0 lưốn là phương trình bác Ÿ đối với mà Lời giải chỉ cản chỉ ra một 
ngÌtÈm lứa nó tà thành công 


| Thí ¿u 21. 


Giải shương trình xÌ 3x` 4x+ _ =0 (1) 


Lời giải 


đ| 


Viếtlai (1)  .... “° œ%2/>|sí? L 


% = ' 2 
la T..r. x`-xJT+2 --==0 
NI ⁄? Nu 
c> Í c> » 
Ƒ kà= xi1 ' x`FxV7121 =0 


Núi 
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14 
VN(A <0) 


_ Tỷ? + {56 - 56 — 7/7. 


14 


/n'-1x+2/?-2=0 L_ 1ý? + \56 - 7⁄1 
‹c» 


‹» 
Ý?x`17x+2/7+2=0 


Vậy phương trình có 2 nghiệm x: 


§4. NHỮNG PHƯƠNG TRÌNH KHÁC 


_ Thí dụ. - 
_ Giải phươngtrình Ÿ29-%®‡Ÿ54=0 0) 
Thấy rằng x = 0 không phải là nghiệm của phương trình. Chia các vế cho 
b) 864 I 5 
W27x°ta có (I) c>x"-— —+gÍ—— 0{€ỀẰ©x'+—=-= (2) 
Wr ÝY2 x° *_ tạ? 
+ l 
Áp dụng Cô - vỉ n5 S, =.ẻ vn ta có 
Ý 3 3 # Ä# 
*ẻ 8 & H jĂ 


` 
—.— k=, si 
3.3 3 ?n "ti 
4+ 
Dấu đẳng thức có khi CT TÊN hộ x=+93 
x 


Do vậy (2) c2 x=+ 3. Đó là tập nghiệm của phương trình đã cho 


Thí dụ 2 Sẽ 
Giải phương trình (x+®*+(x#+Š)“=I8 8 J5 - q) 


2T +bh ` :?ˆ 


Áp dụng bất đẳng thức ——- | xøs+b>0e 


1T 


2 


“1Ï 


"... ly 
Suy ä: CS=E £p.Li >9-45c»(x+1)°+(x+ V5 )°=18 -8 V5 


(Cx-I Đ° +œ+ #5 *{ S Sani| 


% lÌ- =@ J5y=9 45 


Đề ý: |- 
¡| 


II4 


Dâu đàng thức có khi x I=x# v5 ‹»x= 


1+5 
3 


) : : _ 
Bơi thể (Í) <2 X Là Đó là nghiêm duy nhất phương trình đã cho 
Chu ý. 
Nếu bạn quên cách chứng mình đẳng thức 
8E . 


= s (VneN`, Và, beRla +b >0) 


3 


+ D€ dàng thây (l) đúng với n=0,n=ln=2 


JM k » kớt 
+ Gilsở ÈI) đúng với.n= kuức tị 2 5 *(?;°] (@) 
Tá chứng mình (TL) đúng với n= k + T. 
ke C : . k ` 
Tạ có =. HH Hư ng @) 
2 2 ⁄¡ 2 

Đề ý at b` a{b a' ‡b'” a†bÌ”-ab- ab 

2 2 2 4 
+Giasửa >b <»a b>(0, (5) 
Kết hợpa + b>0<>a> b. Suyraa >Ibl->a°>b* <>a"-b°3>0 (6) 
Từ (5), (6) -> (a -b)(a" - b9) >0 Œ) 


a+ kớt at? kh" 
K, cà == 


Từ (3), (4), (7) suy ra | ¬m .Vậy (1) đúng với n = k + I. (8) 


Theo kết luận của phép quy nạp, ta có (1) đúng VncN”,Va, beRl a + b >0. 


(đpcem) 
& bia n ‹ 3 8a”+B"°. 1 
Đặc biết Khi a + b =1, công thức (1) cho —- „— >> ˆ 
Thí dụ 3. ¬ ' 
Giải phương trình : 2x`- 2x°- 5 >(x'+2x`+ I)@x”- 2/2 x + l) œ) 


Lời giải 
Ta có (l) <> 2xÌ- 2x) 5+(x'+2x)+ 1) >(x*+2x)+ D)@)—-2/2x+2) 
c> (x` 2) ` >(x22x'+L)(x- V2) c> (@x'+2x'+l)(x- V2) +@)-2)<0 (2) 
Để ý: x'+2x`+ 1 =(x)+ 1Ƒ»0;(x- V2) °>0;(x)—2)' >0 


Nén (2) <> 3 5 Ý2 - KES x=2. 
K“¬—2-=0 
Chú ý. 
Tập nghiêm không thay đổi, cách giải không thay đổi nếu (1) là phương trình. 
2x`-2x' 5>(x!+2x'+l)(x” 22 x+l) 


Chương V 
PHƯƠNG TRÌNH, BẤT PHƯƠNG TRÌNH VÔ TỶ 


® Phương trình đối vứng đối với P(v) và (4). 
® Phương trình đẳng cáp bậc nhất đổi với v|P(x) và vQ(x) 
® Phương trình (av+b)"=p4⁄a'x+b` +ạv+r (n=2. 3) 


© Phương trình aC+bv+c=|pv2 +ạv+r apz0 


se Phép thế trong đối với phương trình ẲA( v)# Mi tv)= %c( \) 
e Giải phương trình, bất phương trình vô tỷ bằng toa độ vect 
® Những phương trình khác: 


§1. MỘT SỐ PHƯƠNG PHÁP GIẢI PHƯƠNG TRÌNH VÔ TỶ 


Phương phóớp 1. Nâng lên lên luỹ thừa 
Cơ sở của phép nâng lên luỹ thừa là định lý sau đây : 
ĐỊNH LÝ 


Q(œ&)>0 
. 3XÍP(x) =Q(x) c sự 
lap =lQ(œ&)J M 


° 3 JÍP(x) =Q(x) ‹c> P(x)=[Q(x)J*"" 
h > 
HỆ QUẢ. 3/Pœ)=Qœ) «› |J®%)20 
P(x)= Q(x) 
Trong trường hợp này, bạn chọn Q(x) sao cho việc giải Q(x)>0 đơn giản hơn. 


Phương phớp 2. Đặt ẩn phụ 
: Gợi ý đáng nhớ : 

e Nếu biểu thức trong căn và biểu thức ngoài căn có hệ số các hạng tử cùng bậc 
(không kể hàng số) tỉ lệ với nhau thì đặt căn thức làm ẩn phụ. 

e Nếu biểu thức chứa nhiều lớp căn thì có thể đặt căn thức trong cùng làm ẩn 
phụ 

e Gặp phương trình có nhiều căn thức tÍx,.4œ)..(8œ)../C(œ)}= 0. bạn 
hãy chú ý các mối liên hệ giữa các biểu thức dưới dưới căn. Một số mối liên hệ 
thường gặp là : A(x) + B(x) = kC(x), A?(x) - BŸ(x) = kC(x), A(x).B(x) = k}C(x), 
A(x).B(x) = kÌ. Bạn theo dõi các lời bình để sáng tỏ các nhận xét. 


Phương phớp 3. Vectơ 
Phương phớp 4. Đánh giá 
Phương phớp 5. Sử dụng tính đồng biến, nghịch biến của hàm số 
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¡Thí dư I. 
| 


Gin phương trình v2x 3=3 x. (1) 


Lời giải 
: : 34 x>U0 
la có (1)<> _~. 
2x-3= (3- x) 


x<3 


2x-3-x ` -6x+0 


x<3 x<3 


S3). ch 
N 8x !12-=0 x— 2 hoặcx =6 


cà x<2, Đó là nghiệm duy nhật của phương trình đã cho. 
- Thí du 2. 
| Giải phương trình (2x`+ 5x - 30/14 +5x — x” =0 () 


Lời giải ' 

$ 2 ã = 

l4 cN CC hwh%e?  -ð 
1415x x`>0 


Ta có (1)<3 |[14 5x -x ` >0<2 «3» |x=7 
k 1 

2x +5x-3=0 x=-—3 hoặc x=— Ị 

⁄) Ÿ= 


Lời bình 
Phương trình đã cho có dạng P(x) Ni) =0 
Q(x) 0 
: P(x) có nghĩa 
Facó P(x)/Q(x) =0 <> + 
Q(x)>0 
P(x)=0 
Trong phương trình P(x)=2xÌ+2x- 3 có nghĩa với mọi x. Nghiệm x = -3 của P(x) 
bị loại do không thoá mãn Q(x)>0. 


| Thĩ dụ 3. 


Giải phương trình jxìE Ýx 2<V2x—1 () 


Lời giải 
Điều kiên x > 2 (2) 
Viết lại (1) <» Wx‡I = _Ði +x2x—I 
c»x#l=(x 2)£(2x-1) +2 (x-2)2x <3 2x=Jx—2)2x—D — @) 
Từ (3) => x < 2, kết hợp với (2) suy ra x = 2. 
Thấy x=2 vào (L) thấy đúng, Vậy x=2 là nghiệm duy nhất của phương trình đã cho. 


II7 


Lời bình 
Nếu không nhận xét, bạn tiếp tục giải phương trình (3) như sau : 


„e0 x<2 
@)<> < 
(2—x} =(x—2)(2x -I) (x-2)2x~1+x-2)=0 
x<2 x=l (loại) 
x=2. 

3(xT—2)(x —=l)=0 x=ä 

Thí dụ 4. — ———— = 

Giải phương trình 2x?- 5x” —3x + 5 =6x-7 D) 


Lời giải 
Viết Lú (1) ©> 2x~6x+7- 5Jx° —3x +5 =0, đặt Vx}-3x+5=t>0, phương 


IMEIMU 
tình trố thành 2—5-3.0 c |2 06g) 


t=3 

Với t= 3 có Jx” -3x +5 =3 c3 x?~ 3x +5 =9 ©sx”-3x -4=0 

©({x=-l;x=4). 
Lời bình 

® Trong phương trình (1), biểu thức trong căn và biểu thức ngoài căn có hệ số 
các hạng tử cùng bậc (không kể hằng số) tỉ lệ với nhau N: nên ta đặt căn thức 
làm ẩn phụ. 

e Ta chỉ cân đặt điều kiện cho t>0, không cần đặt điều kiện đối với x. 

e Khi đặt t =ftx) „ điều kiện chặt của t là t > max (0; minf(x)|. Các tạn thấy 
điều này ở thí dụ ngay dưới đây. 


Thí dụ §. 
Giải phương trình : 2x?+ 2x + I = (4x - I)VI+x” (1 
Lời giải 
Tập xác định : R. 


Đặt VÌ + v2 =t> Í = x?=È— 1, phương trình (L) trở thành 
2(~ 1) + 2x + I= (4x -l)te>2~ (4x - l)t+2x- I=0. (2) 
Xem (2) là phương trình đói với t, ta có A = (4x - I)” - 8(2x - l) =(4x - 3) nên 
_4x-I-4x+3 I 


t———————=-<Il@U 
(2) 3 2 
4x-I+4x-3 
 = — 
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= [ : 2x 1>! 2x-I>l 
Vớit=2x Icó jÏl(x =2x l<> . _—. : : 
ltx =-Ơa -Ð 1x - (2x-l) 
+ ft x>l 3 
<z; ‹» 4 c>K=- 
3 


3x 4x0 x— 0 hoặcx 
Vậy x= ` là nghiệm duy nhất của phương trình đã cho 
Chứ ý. Chúng ta còn trở lại Thí dụ sãy ::.x¿: phương pháp đánh giá. 
Thí dụ 5'”'. : .-= 
Giải phương trình - 3x` 5x+6-2x\ƒx` tx 3 q) | 


Viết lại (l)c>(xÌtx- 3)! (2xÌ- 6x+9) 2xvx? +x-3 

Đạt ý\ + + — 3 =t>0, phương trình trở thành tÌ -2xt + (2xÌ- 6x +9) =0. (2) 
Xem (2) là phương trình bậc hai đối với 1, A,= x`~ (2x - 6x + 9) = -(x-3)`< 0. 
Phương trình (2) có nghiệm (đối với t) ©> x=3. Thay x=3 vào (Ï) ta có: 


3°-5.3+6= 2.33? +3—3cs I8=18 (đúng) 


Vậy x=3 là nghiệm guyNi nhất của phương trình đã cho. 


Thí du 6. 
Giải phương trình : u—á- 1. im -I=2 (l) 
L2 giải 
tư 
Điều kiến ƒ— No =. $> #aI1. (2) 
x=1>0 


Cách l: Ta có (E) c3 dh —#'-~ -I tết ti -| =4 = 
‹>2x+ 2 -x` - 1)(x + vx? -I)=4c>2x+2=4c»x= 1. (thích hợp) 
Vậy phương trình có một nghiệm duy nhất x = l. 


Cách 2: Đề ý sJ(x — Ýx) — 1Xx + Ýã? —1) =I. nên đại Jx — Ýx? —I =t>0 


>jx+x _ 1=) „phương trình đã cho trởthành t+¡ = 231 21 = 
€3(1-l)`=l c>t= [ (thích hợp). 

“lhếm -x*—I=I 'eƑ -d*-Tsi s2 Ñ 
hi xi -I=tl |xtÝx`-I=l 


Với t =l có 
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Vậy x=l là nghiệm duy nhất của phương trình đã cho. 

Lời bình 
Nếu tích hai căn thức bằng hàng số thì đặt một căn thế là làm ấn phai. 
"Thí dụ7. “. vẽ. .ẻ.ẽ.ẽ<5<a 


Giải phương trình x II ⁄ sN.. : ny 
' ." X 


Điều kiện : x>l 


Ta có (<3 Vx` +13 Vx`S1<2 c 2x32 V%° -1=4 


h7 ` x<w x<#2 J5 
€®vx°-Il=2-x @© : x “«>x 
x°-I=x°-4x'14 4x`=5 X4 


5 
(thích hợp). Vậy x lh là nghiệm duy nhất của phương trình đã cho. 


Thí dụ8(Đl38. — - 

Giải phương trình vƒx + 2vx — 1 +Jx -2vx—I =5 œ) 
—...-. Lời giải 

Điều kiện x > l @®) 


cua tu, ca sếc ———=_-=.- 3 
kba0n8i8sámbSO0I30000/001204005.- 
4d x— 1+9 + ti I-T} ca 
.. 
c>x=1+l+|/x—1~I|=Š @\) 


3 
Trường hợp l: Jx- 1<1 c>I NI cxelL. 


Trường hợp 2 : x >2, ta có (2) cs 2-Í5 =— «2> 16(x— I)=&x + 3 


c>xÌ`- I0x +25 =0<+>(x - 5)`=0<+» x = 5 (thích hợp) 6) 
Từ (4), (5) kết luận : T2 NEHHg ( trình GIIẾNG độ hai ¡ gnhiệm Suê SÊU x=®. 


Í Thí dụ 9 (HVBCVT, 2000). 


| 3 
| Giải L25/5LU v4x+l _ - “— (Ð 
Lời giải 
Š ì 4x1+1I>0 3 
Điều kiến : 2xXx>- 2 
: 3x-2>0 3 
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Nhâu hại về với SC (1x (le V3 2) >0tacó 
(<2 4t 3v2212⁄4£9( V1 01+J3x 2) 
<>Ấxt3p>(x+ 3) V4x (12 3x 3) (3) 


* Iư() >x +3 »Unền(3)<3f(x)= \x (1+ 3x =5 4) 
Vátx - *cófC®) = Šx > *có f(x) >f(3) = Šx< 2 có Í(x)< fC®ì = Š 
Văx k— 31 nghiềm dụy nhất của phương trình đã cho. 


128 bình 
I 
lGoi A xi 1R-S5 3y 23C-x£t3tacóA HBẽ C Đó là phường trình 
5 


đang vÀ VB =k(Á Bì 


{ 
võ thẻ chưng mình f(x) là hàm số động biến trên | 


`... 


SHY tóA = 2 1à nghiêm đụy nhất của phương trình đã cho. 


§2. PHƯƠNG TRÌNH ĐỐI XỮNG ĐỐI VỚI PO VÀ QQQ 
œ Đại Qav +B(VPGv + JQ())+2ø (P(x).Q(x) vy=0— 0 
(œ°'+`>0) 


CÁCH GIẢI 
Đặt to vP(ð tvQ(x) Suy ra t=P(x) + Q(x) ( 2JP(x)Q(x). 
Phương trình ( ưở thành ơt)+ B†+y =0 


— 


(Thí dul | 
| Giải phương tình Vx 2 VxI23 =2Vx” 4 2x+2 œ) 
Lời giải 
Điều kiến x >2 ©®) 
Đăttcvx 2 VÁ:2 <0 Suy ra 1= 2x 5Jx` 4. (3) 


rĐ 


Phương trình (L) trở thành: =2 éy tt 2=0 c>t= 2 


Thayt—= 2 vào (3)có: 4= 2x 2x? -4 «› đx 2| va 2 


>4 2<0 c> x=<2 [thích hợp(2)]. 
Vậy phương trình có mốt nghiệm duy nhất là x = 2. 


II 


Thí dụ 2 

Cho phương trình v/x + I +V4- x + + D(4— x)=m (l) 
a) Giải phương trình khi m = 5. 

b) Tìm m để phương trình có nghiệm duy nhất. | 


Lời giải 
Điều kiện. l<x<4. (3) 
Cách !. Đặtt=vjx tÍ+V4—x ,cóÈ=5+2 0x +D)(4—x),t>V5 


Suy ra NI L1)(4- x) == @) 
Phương trình (I) trở thành t +21 5 2m =0 
a) Khi m =5. phương trình (4) trở thành C#2t 15=0<>t— 3 


" —— 
Thay t= 3 vào (3) ta có \J(x 11X4- x)= > s c>((x 11/4  x)=2 


<>3x - xÌ=0<+» {x =0; x =3} [thích hợp điều kiện (2)]. 

Vậy phương trình đã cho có 2 nghiệm là {x=0; x=3} 
Lời bình 3. Trong phường trình () khí P(x) Ð Q(x)= k (const), Bạn cán biết thêm 
các cách giải san: 


Cách 2. Đặt VỊ Ix=u>0; V4- x=v>0 ta có hệ 


ˆ.k?—S +v=3 TK 
| vài | VN . Đó là tập nghiệm của 


u†‡v+uv=SŠ uv=2 u=2 =3 
Re 
phương trình đã cho. 
u tv =5 (5) 
Cách 3 (Toa độ) Đặt như cách 2 dẫn tới hệ (*){u + v-- 3 (6) 
u>0;v>0 


Trong mặt phẳng toạ độ Ouv, gọi (ý) là 
đường tròn, (3) là đường thẳng theo thứ tự lần 
lượt có phương trình là (5), (6). 

Thấy rằng M(I; 2); N(2; 1) là giao của chúng. 

Suy ra hệ (*) có nghiệm {u = l;u =2} 

Với u = Ï ta có ẲVI+x=IL<> x=0 

Với u=2ta có vÏÏ +x=2c> x=3 

Vậy phương trình đã cho có 2 nghiệm 
là {x=0;x =3}. (h. 15) 


Hình IS 
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bị 6/02 kiến cán - Thấy răng x¿ là nghiệm da (LÍ) thị 3x, cũng là nghiệm của 
phươớn: trình (1) Bởi thể điều kiếncan để phương trình có nghiệm duy nhất là 
X,„= À 


Ỷ : Ÿ 
ca S Thấy vào () sẽ có mc - +VI0 (7) 


5 
®10eh kiên dụ. Với m=— + W0, phương trình (Í) trở thành 


— ———— .5 
Vxt1t4 x + + 1)(4 x) =  +VI0 (®8) 
The› bất đẳng thức Bunhiacopski : WxtI L4 x- NI Ù tý! L4 V0 (9) 

— It4 5 
Theš bãi đẳng thức:Cö-sì :/@ + D4 — : TH d0) 


Core về theo vẻ các kết quả (9), (10) ta có : 
=“.. _ — ` ~ 
\x+1+J4 x+V(x + l)(4 x)< +10 


Đi đảng thức có khi trong (9) và (10) đồng thời xảy ra<>l+x=4 x 


ì 


3 
King Suy ra phương trình (8) nghiệm duy nhất là x = ¬ (II) 
Từ 7), (L1) kết luận phương trình (1) có nghiệm duy nhất khi và chỉ khi 
5 
m=3+ vo 


Lời bình 4 

Phương pháp thường dùng giải bài toán "Tìm điển kiện của tham số m dể 
phương trình Ƒ(m, v) = 0 có nghiêm duy nhất” là phương pháp cản và đủ 

Vậi đẻ cốt yêu của điểm kiện cần là nêu ra được nhận vét đặc trưng của phương 
trinh dang vét Các nhận vét luôn được để cập tới là tính chân lẻ, tính đối vững của 
hàm (n. \) 


Lời bình S 
[- 22m phường trình ffv):= Ýx+ dđ+ vb —x+p {x +@)(b - x) =m (13) 


Để ý - với Moi a, b luôn có fv)= ƒỆb —a - v) bởi thể phương trình f[v) = m 


h-u 


có n.ghém cluy nhất khi và chỉ khí vẽ b=u—v €>v= Em : 


Thay vào (L3) có m= \20 -ø) † s0 tư) 


2. Vói rộng ra vấn đề nghiệm cluy nhất của phương trình 
#tm, P(v). Ó(v))=0 (14) đổi vững đối với P(x) và O(v) chỉ đặt ra khí 
ph; trình P(v)=Q(v) (15) có nghiệm duy nhất. Nghiệm duy nhất (nến có) của 
phươm; trình (14) chỉ có thể là. nghiệm duy nhất của phương trình (15) mà thôi. 
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| Thí dụ 3 | 
| Cho phương trình vJ! + x + 8 x+\/(+x\8 x)=m (l) 
a) uất khí m= Ỷ 

hị Ƒồm m để phương trình có nghiệm 


Đi VI (x+$ x=t>0-»t=9+2V(lix)/(8 x) >t>3và 
—=—..t-9 
VÑ:¡xN8 x)=' G) 


Lại có t <ýu+ I(l+x+8—x) =3 2 suy ra điều kiện cuat t là 3<4<3/2 (3) 


: 9 : 
Phương trình (3) trở thành tứ 5 =m<> +2t- 9=2m (4) 
: § t $ (loại) 
a) Khi m = 3 ta có (3)<>t +2 15 =0<+> 3 : 
t=4 


Với t = 3, thay vào (2) có V(Í Ð x8 x)=0<>»x= Ivàx=Ñ 

Văy khi m = 3. phương trình có hai nghiệm là x= l và x = 8. 

bị Phương trình (l) có nghiệm c> Phương trình (3) có nghiệm thuộc khoảng 
l3: 3/2 |. 


Xét hàm số f)=t'+ 2t -9. trên 5=|3:3/2|.Đếý P = l<3 


Minf(L) - f3) -6 
> Trên Ð®„ f0) là hàm đồng biến => | 
Max (0) - f2) -.9 + 6/2 
Viết lại : Phương trình (4) <» 2m = f(t). Phương trình (4) có nghiệm khi và chỉ 
9162 
5 


khi minf)< 2m < maxf(t) c> 6<2?m<9+6ý2 c› 3<m< 
Vậy : Tập hợp giá trị phải tìm của m là : 3 < m < 
Chú ý. Các cách khác để giải thí dụ 3 dành cho bạn đọc 

Lư bình 6 
Hài cách 3 và 4 có liệu lực mạnh mề trong bài toán tùn giá trí của tham xó để 


pinems trình có nghiệm. Đối với các bài không có tham số, bạn chỉ áp dụng kÍn dẻ 
đoán tre đo (đối với cách 3. 


916/2 
2 


Í Thí dụ 4. | 
Ị _ ———= | 
Giải phương trình xÌ+ vu x`)` =x V2 - x`) u› | 
ị 
Lời giải 
Điều kiện: -Ì< x< l (2) 
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Củ Đạtt=x+VL x (3), Điều kiến HH V2. Sẽ có: 
th ñ 


r ( Ề 
#1=l42XV! x 3> XWÌ-KE = : «bì 


.ĩ v+/d s3 #6 Wxvii x 


' 1 I 3v. 3) —E 
›si<x1#/d %X,ÿ 13%\ : ¬... # )] = 3 
TT. 
: t 3ự -† ÿ § 
Phương trình (T) trở thành sự kÃ ° ty +2 L3 ý2 =0 
cv 1+ V20 3 V/2=0<30 v200+V/2+l/(+V/2 =0 tì 
Do ffl</2 s+ V2 +I>( nên (5)<3(C V2Mt+V2 1)=0 
\ 2 : 
‹» Thay vào (4): 
t: 1- X2 
r „.Í đxổ 4x11 0 2x Ì 
®@Vớit= V2 có xvÌ PT VI, ‹» cu : 
2 0< x<] 0<x<l 
v2 : 3 
“3 K= 4 (thích hợp (3)) 
——- I<x<0 
® Với t=l đ? sóz vì x =l M2 ‹› ý 
x' x'‡3 2/2_—0 


I<x<0 


TH, IijRVJ2 1ï $ 
3 


Jai J2 1D 
3 


: 2 3q+d8/3 1n 
Vậy phương trình đã cho có tập nghiệm là Ý x= : ¡xe = N b 


'Thí dụ Š 


Giải phương trình 


IÑn I 
*K 2ä | 


Lời giải 


t9 
- 


Điều kiến : 0< Jx| <2 


Tacó (1 <sx+V2-x-2xV2 kề œ) 
Đặt t=x+V23 x `, điều kiến h[<2 @ì 
Suy ra f=2+2xV2- x` <3 2xV2- x` =Ư 2 €8) 


Phương trình (2) trở thành t=t ` 2c>t” t 2=0<»‡t=2;t= l} 


Thay vào (4) : 


Với t = 2, có xự2 x ` =l«2 sổ, th H.=u 


x>0 


4x (2x ”)=I 


Vớit=~I,có 24/2—x? =[ 
x<0 


IiJ3 la 


x 
‹» 4 ‹» x= 


x<0 


Vậy phương trình có tập nghiệm là : x-l;x 


Chú ý 


Phương trình trên thuộc đụng : + -r==—= => b. (ub z0) 


LỄ 


cả seVd!=xv=hwa°—=x! (0< N/ </4J: ab z0) 
Đáy là phương trình có đặc điểm như trong lời bình 5. Bởi vậy, ngoài cách gui 


trên 'òn cá 3 cách giải khác nữa nÌnt thí (đụ 2. 
Thí dụ 6 | 
§ 
Giải phương trình x | —- sec se. (l) 
jx{p 2 — 
Lời giải 
Điều kiện : x > Ì (2) 
Với điều kiện đó, đặt x = Ả „ điều kiện (2) <› 0<y<l (3) 
y 


Phươnz trình ([) trở thành 


I L 3M... th đÌ lở 
vn HT CẤU IV VP 


Đặtt=y+ Ly > t=l+2y ly <› vựl - y có 5 (5) 
Điều kiện l<t <2 (6) 

. Và 350 --I) - ..a 
Phương trình (4) trở thành 1 = ˆ- kg <> 350- 24t - 35=0 

7 5 7 
€3 Jt=-;1= loại do (6))}. Thay t= — vào (5) có : 

(Z2: 2 doai do (@)}. Thấy t=c vào (G) 
49 h 
s3 ==> l0 › ›. 144 ; .› 1l 

VI s=: ‹? I =— € 1- =_—-- €3 * =U 
SP bo xi? Tạ ấn 
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„› 16 | „' 
ˆ + b2: 
| ^ Œ) 
| 9 ì 
ly y 
ly 35 : 5 
l4 $ 
l zs * 
SN S 4 
IừL3). (7) suy rả | ^ '€D 
xi ST - 5 
` 
| Ầ BỊ 


Đó là tập nghiệm của phương trình đã cho. 


Chủ ý Phương trình trên thuốc đụng x 1 ` b.(wb z0) 


VN 


: I I cà 
Đẻ dàng chuyên phương trình này vẻ dạng 1 ===—< b, tab z0) bởi 


pÍG] 12c x 
À 


| Thị dụ 7 (Phương trình đói vững léch). 


| Giả phương trình 4VI + x 1=3x+2V1 tx#VI-g? (1) 


Lời giải 
Điêi kiến: E<x< | @) 
Đặt ÍÍ x<t>0 2 Sẽcó3x=2(1+x)-(1-x)-I=2(+#x) 1, 
Phường trình (L) trở thành 4V {x 1=2(1+x)  1+2t+tVE1x 
cà? OtVD1x 4T 1x 2(134x)=0. @) 
Xen (3) là phương trình bậc hai đối với t.có A= (2 - 3V 1 x)`. 


_ + -2/|I Lx MỊ x 2/1+x x _ 
Suy ra (3) < > ‹c> s 
t2-/ltx |j-k»e2-Vltx Íy—o 


(thích hợp (2)) 


‹?» 


® Vậy phương trình đã cho có hai nghiệm x = Ú và x = 
Chú ý 
Plnrtme trình: trên thuốc đạm 
aP(x)+ ơ'.Q(x)4. (PC) +ÍP' (O@) +y./P() Ø0 +n 0 
gớt tà sương trà: “đối vững lệch” 
Khi /œ =ứ :j}`=flJ phương trình “đới: vứng léch” trở thành phương trình đối 
ww œf(v) t ÓLv)] +Ø(jPO) 1 đoU)) ‡ 2œ[P(v).0(\) +0 
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®#Pluơne trình đời vứng giải dược theo hai cách: đạt dn phụ toàn phản 

t= |" \)† đọt \ )) . hoặc không toàn phần - t = vVQœ› 

® Phương trình đời vưng lệch không giới được theo cách dạt f= (q P\x) ( vQ)) 

Lời giải trêu cÍd trình bày bằng cách đạt t= vVoQœ› „ đưa về giải phương PrinÍr 
theo ẩn phí t Phép giải chỉ thành công khi biết thức A, có là hưm tr Chủ ý là trong 


bài ra. các hạng tứ ở ngoài căn thức chưa có dạng œP(v)+ œ Q(vJ+ q1 Để giải 
chưng tạ phái khỏi phục lại nó. khí đó Q(v)= tr 


BÀI TẬP 


Bài Í. Cho phương trình N +1tM3-x MT tlỦ43 x)=m 
a) Giải khi m = 2. 
b) Tìm m để phương trình có nghiệm . . 
€) Tìm m để phương trình có nghiệm duy nhất. 

Bài 2. Giải các phương trình : 


a) 3+2vVx x`=3(vx vì x) 
b) V2x 431 VxLI- 3x2 V2x” 5x 3-16 

Bài 3. Tìm m để các phương trình sau có nghiệm duy nhất : 
a) Vx ¡VI xi2mVjxlI xì 2ÿxl x)=m` 


bì Ứx LỮI xtxIVI xem 


§3. PHƯƠNG TRÌNH ĐẲNG CẤP ĐỐI VỚI J/P(x) VÀ /Q(x) 
œ.PQ)+pB.QOO+ r. \P(x).Q(x) =0 (dfy z0) (I*) 


Chẳng hạn : 


a) 3(x- l)+ 2(xÌ+x+ D=7x D6 tx mm (°) 
b) 2(xÌ x+l)-(x'ex+1)=œ&` —K+IXx +x411) Vđ) 
©) 2%x+l)+3@x” x+l)=5V xa” xi (39) 
R ễ h -= 

CÁCH GIAI 


Chia hài vế của phương trình cho QX(x), đật t NP= „ điều kiến - (*), dẫn 
x) 


phương trình (1) tới phương trình œt ! yt + j =0 


Chủ ý : Tạ ln >f(,x) =0 (ẩn là x) -› đh (*) của t. 
Q(x) 


t— 


1238 


[Thí du I 


| Ciái phương tình 2x tŠx l<7vx (Ủ | 


Lời giải 


Điều kiến :x > Ì (2) 
Tacó:(<>3@ -1)+26£x+1)<7& D@`ÐxED) + (1) 
Để ý x = TL không phải là nghiệm, chía hai về cho x— [ 30 tạ có : 
..Ì tx1I đì 
x 1 x|i 
h kỊ ` : ` 
Đân t : _ > x+(l tf)x+l+C=0 (4) 
X 
“= : % › =4 --- ! 
%4c=t 6L 3. Tập giá trị của t là nghiêm ` của N n5 ›i>vÄ 12v3 (5) 


Ề l 
Phương trình (3) trở thành : 2t 7t+3=0 <> {t=3:t= : }- 


Kết hợp với (5) có L= 3, thay vào (4) có x`-Rx+l0=(0<»x=41 ⁄ Ẫ 
(thích hợp (2)). 
Vậy (1) có tấp nghiệm là : x= 4! w6 


Lời bình 1. 

Gọi (04-1: P(v)=v+v+l, Máu chốt của lời giải là phán tích về trái của 
phương tì inh(1)[VTUD] thành VT=2P(v)+3@(\) Tỉnh ý bạn xế thấy 2 là hệ xố của 
x` rong VT(1). Cũng từ đó suy ra 3. 

Thy nhiên để đang tìm lại các xở 2 và 3 bàng phương pháp hé xố bắt dịnh : 

2013 51 </=p(v + v+ lJ + g(\ 1) c2 2v 2+ §v-Ƒ= pÝ` + (p + g)0£ p ~g 
«2p =2:qg= 3/ 
Chú ý 
L) Hoàn toàn bình đẳng, bạn có thể chỉa cho P{v) hoặc \P(+).Q(x) 
2) Thuy cho clướứ, bạn đặt {oœ+›) =! VP(‹) (hay NI =rQ(x)) 


| Thi dụ 2 
Cho phương trình x” 3x4+l=mvkx`ix`41 () 
3 
4) Giải phương trình khi m= : 
b) Tìm tập hợp các giá trị của m để phương trình (L) có lẻ số nghiệm thực. 
Lời giải 
Cách: Đếýx'+#x)+T=(x t1) `” x`=(xÌtx+l)(x` x+l)>0VxcR 


129 


Viết lại (1) <> 2(x)-x+l)-(@?+x+l)=m[@} —x +” 1x11) q) 


Đặt \Jx)T—x+1=tLVX)+x+I : (2) 
Phương trình (I) trở thành : 2(x”+ x + l)t” - (xÌ#+ x + I)= m(xÌ + x + l)I 
(xÌ+x + l)Øt - mt—I)=0 <3 2Ẻ- mt- =0 @) 


Điều kiện! : t>0 

Điều kiện 2 : 

Ta có (2) c3 xÌ— x+ I=(xÌ+x + DỊ c3 (-I)x)+(P+)x+t1=0 (4) 
Thấy rằng : t = I, phương trình (4) cho nghiệm x =0. 

Với 0< 1z l; (4) là phương trình bậc hai có A=(È + I) - 4(È-1)=(3Đ)GÈ- 1) 


hi I 
—<t< ==<|t< v3 
Tập giá trị của tlàA>0 © [3“ X2 M: v 


tzi tzi 
Từ các điều kiện I và điều kiện 2 suy ra : s5 <<3 (5) 
3 š 
a) Khi m= ` „ phương trình (3) trở thành 2t” + s. I=0 
h=-lu co Kết hợp với (5) có t= -—(e»>A=0) 
` : : ặ ⁄ l 
tt+ " 
Thay vào phương trình (4) có nghiệm kép x = — s. €>Xx= = 
2t) 24- `) 
3 


«>x=l 
b) Thầy rằng, với mỗi t thoả điều kiện (5), phương trình (4) có không quá hai 
nghiệm thực. Bởi vậy phương trình (L) có lẻ số nghiệm thực <+ (4) có duy nhất một 


t=l 
t=l 
nghiệm <»> <>|t= = Thay lần lượt các giá trị của † vào (3), theo thứ tự 
A,=0 v3 
t=3 
có các giá trị phải tìm của m là mc{l; —Ì. Š 3. 
5` vã 
Cách 2. 
#*Nhạn vét Ì 
Phương trình (1) có một nghiệm duy nhất x = 0 khi và chỉ khi m = I. (6) 
Với x z 0, chia cho x, đặt t = x + ầ (7) 
X 
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Điều kiện |I| > 2. Phương trình (1) trở thành 


(8 


* Nhàn vét 2. Xem (7) là phương trình với ẩn x 
Với |I| = 2. (7) có một nghiệm thực duy nhất 
Với |t| > 2, (7) có hai nghiệm thực phân biệt 
Bơi vậy: Phương trình (1) có lẻ số nghiệm thực x z 0 xảy ra khi và chỉ khi 


t 3 mVt l1 I 
xa lim . 
Ũ 
ả ‹» No (9) 
2/Jt=3= mVẺ- 1 œ5 
: NI 2 J3 


Từ (6), (9) suy ra tập hợp các giá trị phải tìm của m là : 


I Š 
{m=l;m= - —- ] 


XE 


Lười bình 2 


Lời giải trên áp dụng cho phương trình dạng œx` + x + œ =v\px" +qx`+p. 
Đó là một biến thể đặc biệt của phương trình hồi quy bậc 4 : 
ơx!+ [x`+yx + A[x + ^'œ =0 (œyA z 0) 


Thí dụ 3. Giải phương trình vj5x` + 14x +9 — Vx) -x—20 5x +1 (1) | 
Lời giải 
5x`+l4x+9>0 (x+l)(5x+9)>0 
Điều kiện: |xÌ`—x--20>0 c3 |(@x+4)x-5)>0 có x>5 (2) 
xi1>0 x>-l 


Tacó(1) <> \5x` + 14x19= «` x— 201 5Sýx+l (3) 


Bình phương các vế của (2) có (3) <>2x”- 5x +2 =5\(xÌ -x— 20)(x + l) 


c›2x` -5x+2= 5Í(x + 4)(x 5x+l) (4) 
<> 3(x+4)+2(x)`- 4x—5)=5 \x +4)(x`- 4x -5) (5) 
* Với x = Š ta có (5)<› 27 =0! (mâu thuẫn). 
Phương trình không có nghiệm x = 5 (6) 
* Với x>5, đặt x +4=t 4x ~ 4x—Š ,t >0, phương trình (5) trở thành 
t=l 
3` - 4x - 5) + 2(x°- 4x-5)=5(x-4x-5)L <> 3L`- 5t+2=0 c> 25 (thích hợp) 
t= 
3 
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à ' 5+ VóI 
®Vớit=l,có x+4=x-4x-5Š <> x-5x- 9= <> x= sa (7) 


5+ 6l 


3 


Từ (2), (7) suy ra x= (8) 


Với t= 2.eó x®4=O GỀc 4x -5) c› 4x'-25x-56 =0 c» {x=8; x= i (9) 


Từ (2), (8) suy ra x =8. (10) 
Từ các kết quả (6), (8), (10) kết luận. tập nghiệm của phương trình đã cho là 


_ 5+V6l 
2 


fx ;x=8} 

Lời bình 3. Khác với các thí dụ I, 2, 3 cách phản tích biểu thức nằm trong đút căn 
về dạng P(x).Q(x) là duy nhất, trong phương trình (4) của thí dụ $ ở trên vị phản 
tích ấy không duy nhất. Ta có thể vem Q(X) là một trong các nhị thức (x + #).(x- 5) 
hoặc (x + l). Trong ba khả năng ấy, nếu chọn Q(x) = x - 4 hoặc Q(x) = x + I 
không dân phương trình (4) tới phương trình đẳng cấp. Lời giải vẫn còn khó khăn 1 


Thí dụ 4. Giải và biện luận theo a số nghiệm của phương trình 
«+ a) +m{—a)” =(m+l)Ÿx? ~a" (1) 
Lời giải 
Thấy rằng a = 0, phương trình (I) nghiệm VxcR, VmeR (3) 
Với az0x = a không phải là nghiệm. Đặt Ÿx + a =t. Wx-a (3) 


Phương trình (1) trở thành Ẻ.Úœ ~a)” +mt Ÿ(x — a)” =(m + l)t. Ñ@-a} 
t1 


<> @~a)” [+ mt- (m + I)]}=0 <3 +mt— (m + )=0 <2 


m 

+ Thay t =l vào (2) có Ÿx +a =Vx ~ a<> 0x=2a z0. Võ nghiêm. (4) 

+ Thay ! =m vào (2) có Ÿx La =m Ÿx-a <>(m`- l)x =a(m`+ l) (5) 
(m = l;:a z0): (5) vô nghiệm 

Suy ra: 5à [ (6) 


mzI:(5)x= “ ˆaVacR 
m —I 


Từ (2), (4), (6) suy ra : 
* a=0: phương trình (I) nghiệm VxcR (VmeR) 
*a#0,m#z [: phương trình có l nghiệm duy nhất x = cu _) 
m 
*azZ0.m = [: phương trình vô nghiệm. 
Chú ý: Khi phương trình đẳng cáp đang vét thoả mãn P(v)O(v)= R (thẳng với 
Lời giải sẽ gọn hơn bởi thuật đặt ẩn phụ f= {P(x) . Chẳng hạn: 


132 


ly lu§, Giái nh h Í X l2tx _ h 
¡ dụ Š.— Giải phương trình N In: =2 (1l) 
| p Ý2+x Ý1I x 
Lười giải 
Tập xác định (Ï x(2+x) >0 <z 2<x<l @) 
Đặt lh Š =r>0 3) 
2tx 


Ï : hài 
Phương trình trở thànht + =2<> - 20+ l=0<2(t- =0 «>+t=l 


Thay t= Tvào (3) có b se [9 IYx=2+ 3© x =— 2 thích hợp (2), 


C†x 


I 
Vậy x= 5 là nghiệm duy nhất cúa phương trình đã cho. 


BÀI TẬP 
Bài L. Giải các phương trình sau: 
l) 2x )+2)=5x` +1 2) x'+2x+4=3jx` +4x 
3) 2(x`-3x+2)=3Jx t8 
Bài 2. Giải và biến luận theo a phương trình : 
2x Ì+(x'+x+l) `=2(xÌ+ D + a(xÌ- x+ D 
Bài 3. Giải các phương trình 


Ð 2/+tx) +31—x' +(—x) =0 2) Km Ệ. S 
da+ J3 


=2 


§4. PHƯƠNG TRÌNH (ax+b)"=p {Ía'x + bí +qx+r (4#) 
(+ - ẩn số: p, g,r,.d,b,d `, b` là các hãng số; pơa ` # Ö; ne {2; 3}) 


CÁCH GIẢI 


& Đặt ẩn phụ : Đặt Ứa'x +b' = An (ay + bì. 
la 


P: 
(Nói rõ hơn : đặt a'x‡ b` =(ay+b) nếu pa' > 0, 
đật ta'x th =-{ay+b) nếu pa' > 0) 
Bài toán dẫn dên giải hệ phương trình hai ẩn đối với x và y: 
| 2PREE-M tết (0-1) 


h(y)=(A'+B)x+(C" (0-2) 
®& Trong trường hợp {A = A` và C= €” ÿ (0-3), trừ theo từng vế các phương 
trình (0-1), (0-2) dẫn tới phương trình h(x) + Ax = h(y) + Ay (04) 


Nếu g(t) = h() + AL là hàm đơn điệu thì (0-4) <» x = y, thay vào (0-1) có 
h(x) = (A + B)x +. (0-5) Bài toán dẫn chúng ta đến giải phương trình (0-5). 
® Thuật đặt ẩn phụ như trên còn gọi là thuật đặt "ẩn phụ đối xứng”. 


Thí dụ 1 (pa`< 0) : 
Giải phương trình x'= 2 +2 - x (l) 
Lời giải 
Đặt /2—x =¬y =>yÌ=2— x, điều kiện y<0 (2) 

Phương trình dã cho trở thành x°= 2 - y 
=2- 
Ta có hệ | „ : 
y=2—x @) 
5 _ „ . . x=y (4) 
Trừ theo từng vế có xˆ— yˆ= x - y €3 (x - y)(x #®y - I)=0<2 Ì G5) 
=lI—y ( 


=Iq 
+ Thay (4) vào (3) có y`= 2 ~ y csy°+ y—2= 0e b9 lu ang 


Với y = ~2 có x = 2. (6) 
| 
y= cản (loại do (2)) 
+ Thay (5) vào (3) có yÌ=2+y—l © yÌ-y—l=0 c» 
ủ _. (Œ) 
2 
Thay (7) vào (5) có —=— Huệ (8) 
13 , 


Từ (6), (8) kết luận : Phương trình đã cho có tập nghiệm là x = -2; x= 
Lời bình. 

Do bài toán chứa nhiều dấu hiệu đặc trưng, nên nó còn có một vài cách giải 
khác nữa, chẳng hạn bạn có thể đặt 2 —x = y hoặc sử dụng phương pháp nâng 
lên luỹ thừa. 

Các bạn xem lại lời giải bài này đã trình bày bằng phương pháp hằng số biến thiên. ˆ 


Thí dụ 2 (pa' < 0) 

Giải phương trình 4x?+j3x + I +5 =13x Œ) 
Lời giải 

Điều kiện: 3x +I> 0; Viết lại (1) ©» (2x -3)°=- 3x +l+x+ 4 (2) 


Đặt J3x + I =-(2y -3) = (2y -3)? =3x + I; Điều kiện : 3x+l >0 < y< ; @) 
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Phương trình(2) trở thành (2x 3) =2y + x +l. 


2x 3) 2y (4 
Ea có hệ Lo ;, y†rém bà 
(2y-3) - 3x LI (5) 
Trừ về theo vế các phương trình (4).(5)có:(x y)(2x+2y - 5)=U 
% , (61) 
= 
bŠ (6 - 2) 
2 ỳ 
+ Thay (6-1) vào (4) có f(y) = 4y” -l5y +8 =0 (7) 


„ k 3 
Đề ý: lR = v<0 -> Phương trình (7) có 2 nghiệm y,< 5 <Ys 


5 
Kết hợp với (3) có y=1 cÊn 
s.B 
s Phương trình: (2) có Ï nghiệm là x =^ ch “Ð 
+ Thay (6-2) vào (4) có h(y) =8y`- I8y+l=0 (® 


Để ý : Ms] -8<0 -> Phương trình (7) có 2 nghiêm y; < : <w 


Kết hợp với (3) có y= ki _ ` 
Ề 3 
+ Thay vào (6-2) có += Med Sẻ (q0) 


+ Từ (8), (I0) => Phương trình (2) có tập hợp nghiệm là : 
„-15 k7 _I+/73 


§ 8 


Lời bình I 


Với cách đặt 3x + 1= (2y 3)csy= Vầx +1). 


Gọi u(x)= 5 @- 3x +1 ). Hàm số y=u(x) đồng biến trên tập xác định của nó. 


Với mỗi y€ (— oc; 3 3'xe|—- h œ) thoả y = u(x). Vì thế trong phương trình (2), 


3 
điều kiện 3x + I > 0<» y< : Nghiệm của hệ (*) là cặp (x. y) thoả mãn y < s Đó 


là câu trả lời tại sao trong phép thế vào phương trình (4) ta cố ý dẫn tới (7), (9) là 


các phương trình với ẩn y. 
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Chủ ý : Nói vẻ điều kiện (0-3) 


pa=a~q r=b' 
0 : S= 
A=A' |[pb+r=b' =8 iipl ho 
,Š c lpa'! a 
C=c —pa =a'— q : : 6° 
pa a-dq r 
= =b'" bz0->;-ˆ—.p=—_—` k; 
pb+r=b z d7 P : m 
Thí dụ 3 (pa' > 0) DGG ĐC 
Giải phương trình 32x”+32x =./2x + 15 +20 () 
Lời giải 
Điều kiện : 2x + 15 >0; (1) 3 2(4x + 2)  =2x +15 +28 2) 
Đặt vJ2x + 15 =4y+2 = (4y+2)°= 2x + 15. 
Điều kiện : 2x + I5 >0» y> sa: (3) 
Phương trình (2) trở thành (4x + 2)” = 2y + 15. 
ĐỘ 5 4 
Ta có hệ VN ĐÓ, 2y+l (4) 
(4y +2) =2x+ l5 (®%) 
Trừ vế theo vế các phương trình (4), (5) có : (x - y)(8x + 8y + 9) = 0 
s (6-1) 
Nó 9 
— To (6-2) 
.=-y § 5 
1 
=2 
+ Thay (6-1) vào (5) có I6y”+I4y-II =0 «> “ 
=—— (loại 
y P (loại) 
Với y =2. „thế vào (6-1) có x =2 Œ) 
` P 3 55 
+ Thay (6-2) vào (4) có f(y) =l6y”+ I8y - ru (8) 
`. 1 37 š š x l 
Đề ý: f nj= —<0 => Phương trình(8) có 2 nghiệm y,.y›: Y, < s: 
Kết hợp với (3) có y= -9+221 ,do(6-ð) cá c=—< V221 (9) 
16 l6 
NẶ \ ÔN , Ã 93221 
+ Từ (8), (9) -> Tập nghiệm của phương trình (1) là im TH 2 
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Lời bình 2 

® Pluơng trình (L) tương đương với hé (3), (Š) - đó là hệ phướng trình hai ấn 
dội vưng kiến 2- Người tà nói (L) là: “phương trình khả nghịch” 

® [hudt đạt án phụ trên bạo giờ cũng dân phương trình khả nghịch đến hệ đời 
vững hai ấn kiểu 2 (A = A`;B=0; C=C)). 

® Điền kiện cần để phương trình (`) trở thành phương trình khả nghịch là ạ = 0. 


Thí du 4 h 

Giải phương trình 8x '£53x =36xÌ+ Vầx 5+25 (1) 
Lời giải 

Viết lại (1) c>(2x 3)°=3x- 5+x 2 (2) Đặt W3x- 5 =2y 3 


(2x 3) -2y+x 5 22) 
(2y 3) -3x- 5 (243) 


Trừ vế theo về các phương trình sẽ có 


Tà có (2) <3 | 


9\` 3(2y-3) 
( v|t» j) † P tI|=0c»x=y 
>)Ê 
=2 
Suy ra (2x - 3)`= 3x - 5 c>(x- 2)(8x`- 20x + lI)=0 <> s13 
sang 
Thí dụ 5 ĩ Ỉ 


Chứng tỏ với mọi a phương trình sau luôn có nghiệm : aÌcos°x + sinx - a=0 (l) 


Lời giải 
Trường hợp l : a = 0, ta có (l) <> sinx =0<2x = kx,k € Z (2) 
Trường hợp 2: a z Ú,1a có (l) <> (a'cosÌx)=a` asinx 
<> (asinx)'=a`- và? —asinx @) 
Đặt asinx = X„ |XỊ< a. Phương trình trở thành X?=a'- va) -X. 


Đại Và” X=Y. Điểu kiện |X|< |a| c> Y >0. 


X'-a-Y (4.1) 
Ta có hệ: (4)4Y` -a`-X (42) 
Y>0 (4.3) 
Phương trình (3) có nghiệm c+ Hệ (4) có nghiệm 
X=Y (5.1) 
Từ (4.1). (4.2) ->(X-YXX+Y-I)=0 ‹» 
co Ệ X X=I-Y (5.2) 
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Với X = Y, thay vào (4.2) có Y°+ Y - a`= 0. 

Dễ thấy Va # 0, phương trình luôn có 2 nghiệm Y,< 0< Y, 

-> Hệ (4) có nghiệm X = Y = Y,>0 (6) 
Từ (2), (5) đủ để kết luận (1) có nghiệm với mọi a. (đpcm) 


BÀI TẬP 

Bài 1. Giải các phương trình 

1.x`=j2-x+2 9.x?-2x=2 2x — I 

2.x'+4x= jJx+6 10. x`+I=22x —I 

3.x”-4x + JjJ2x+5=0 — 1H. (8cos'x +l)` = 162cos2x -—27 
8 `-I8x+9 

2 
5.x"-4x-3=vx+5 `. 


6.8x”+ 8x + I=v/x+l 14. x”-x—1000./1 + 8000x =I000 


1.x+vJ3+Wx =3 15. (HSG Quốc gia 2002):2/4 — 310 3x = x-2 
8.x'+2=313x—2 
Bài 2. Giải và biện luận theo a các phương trình 


1) x'*+(2— a')a= 2{2x +(a°~2)a 


2\x'+ (3 - a?)a = 3 {3x + (a” —3)a 


4.2x'+4x=|Š 2 12. 2x)-4x+3= 


§5. PHƯƠNG TRÌNH xx'+bx+c= +j px” +qX+F(apz0) (I› 


CÁCH GIẢI 


Có thể giải bằng phương pháp đặt ẩn phụ theo hai cách 2 sau đây 
Cách 1 : Nếu 2=, đặt ẩn phụ t= v[px” + qx + r, dẫn đến 
Pp.dq 
giải phương trình bậc hai At + Bt + C=0 


p=-b 


đặt t=ax'+bx+c 
dẫn đến giải hệ phương, 
trình đối xứng kiểu 2 


_b ax”tPbxtŒ-t 


at” btL+c =x 


Cách 2: Nếu ‡q= : 


_ c+b) 
š a 
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| Thí dụ f. Giải phương trình xÌ+ 6x 14= \9& 35x 6x” (1) | 
Lời giải 

Đất x +6x 4= điểu kiếnt>0 (2) Sẽcó9§8- 35x 6x =x 6tL+ l4 

Phương trình đã cho trở thành t = jx: 6L114<c>»tt+#6L- 14=x. Ta có hệ 

Nà !t0x 14t @) 

“| 46L 14<x 


Trừ về theo về các phương trình (3), (4) ta có 


*=l (5.1) 
—t—7 (5.2) 
2_ (thích hợp(2)) 
7 (loại do(2)) 


X` t†6(x-1)=L-x €3 (x- 1)(x#+t+7)=0<> 


š › IS 
+ Thay (5.1) vào (4) có LÌ + 6(- 14=t <› +5t- Iạc0›| 
k<= 


Với L= 2 -> Phương trình có nghiệm x=2 (6) 
+«Thay (5.2) vào (4) có +6t- I4= 1-7 cs +7t-7=0 
z ¬= (loại do (2)) 
‹? 
_ Bổ (thích hợp (2) 
Với 4 XE thấy sào (5/0 cđns =5 AT Œ) 


s Từ (6), (7) kết luận phương trình đã cho có tập nghiệm là 


si 
S020. 


(xÌ+6x- 14)) =98-— 35x - 6x” 
xÌ`+6x-l4>0 

Vì thế nên trong thuật giải phương trình trên, chúng ta không phải tìm tập xác 
định của phương trình, bởi lẽ điều kiện 98 - 35x - 6x°> 0 <2 điều kiện t >0. Đó 


cũng là điều cát nghĩa tại sao ta luôn thế x bởi t trong (5.L), (5.2) vào (4) để dẫn đến 
giải phương trình đối với ẩn t. 


Thídụ2 - 


Chú ý. Phương trình (l) <> 


Giải phương trình 2x”-2x-5= 


Lời giải 
Đặt 2x” — 2x - 5= y >0 (2), sẽ có 4x”— 3x - 5 = 2y + x + 5. 


Phương trình (1) trở thành y= = c> 2y°=2y+x+5c>2y`~2y-5=x 
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| 


3 KỆ = 3 
Tà có hệ Si 2x-5=y (3) 
2y -2y_-5=x (4) 
“Trừ theo từng về các phương trình (3), (4) ta có 2(x`- y)- 2(x- y)=y x 
LSg: 2 (5.1) 
<>(x- yX2x +2y- l)=0 c+» l 
x=.<= (5.2) 
2 
“Thế vào (4) : 
y= —I [loại do(2)| 


+ Với x = y có 2yÌ- 2y - 5 = y » 2y”- 3y - 5 =0 c2 5 
x=ỹ [thích hợp (2)] 


> phương trình có nghiệm = (6) 


l › I 3 II 
+ Với x=—-y có: 2y ”-2y-5=— -y ©> 2y -y- — =0 
2 y yeu y-y 2 


—3V$S 
y= = oại do(2) 
« 
-1t3/5 
x2 
Thay y=! t8 vào (5.2) có Và Xã (2) 
35 
se Từ (6), (7) kết luận phương trình đã cho tập nghiệm là : Ệ = H K.C ải! 
'Thídu3 _. 1S G 
Giải phương trình x”+2x+I2=62x)+4x+4 — () 
Đề ý: 2x” + 4x + 4= x”+(x+2)>0,VxeR => Phương trình có tập xác định là R. 
s Thấy rằng 2ˆa nên đặt t=v2x” +4x + 4_. Điều kiện t>0 (2) 
Suy ràx)+ 2x + 12= 2 410, (3) 
$ » 1; : t=2 
Phương trình (2) trở thành E) + [0 =6t €3 — I2t + 20=0<› k†n 


(thích hợp (2). 


ø Thay vào (3) : 
+ Với t=2 có xÌ+2x=0 c> {x=UÚ;x=-2} (4) 
+ Với t= I0 có x'+2x - 48=0 c>{x =6; x= -§} (5) 


se Từ (4), (5) suy ra tập nghiệm của phương trình là {x =-8; x =-2; z=0; := 6} 
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'Thí du 4 
| Giải phương trình 2x` 6xt5=3jX 3x12 qœ) 
Lời giải 
Tp xác định R 


by nên đất =\Ív? —3x+2 ¬3 24'-6x+5=2"4l, (2) 


Phương trình (1) trở thành 2` +|=3U (*) <> 20)—-31+1=0 


Lt V3 
2 


{š( 1(2+2t- I)=0<>{t- it 


| . Thay vào (2) : 


@) 


- š 3+5 
+ Với t= lcó 2x”- 6x+ 5= 3<» x`-3xtl=Ú<> x= m 


Chú ý. Từ (*) suy ra (2) <>» 2x` 6x+5=3L (4), nên thay vì thay vào phương trình 
(3). ta thay các giá trị của t vào phương trình (4). 


+Với te | kẽ lãc6 ĐI - 6iá5=-4 ĐÔ ao @&¿ l1 s6 =0. 
Vỏ nghiêm do A'=9 — (13 +3v3)=-4 šh a h (5) 
+Ới te < ST cá s42x5 ExxSe.32 l3 ae “. 3/3 =0. 

2 2 5 
A'=9 (13 3/3)=43/3 s„ 3tVnh 4 vân 


Từ (3), (5), (6) suy ra tập nghiệm của phương trình (1) là 


l 3+5. 31/23/3 


5. F2 
Thí dụ S 5 
Cho phương trình (x - 3)(x + l) + 4(x 1 - =m (1) 
Ko 
a) Giải phương trình khi m = - 3. 
b) Với giá trị nào của m thì phương trình có nghiệm ? 
Lời giải 
XC 
Điệu kiến: “hỦ >Ụ œ (2). Đặt L=(x ¬} ˆ @) 
x—3 K&a Lệ, 
Suy ra 
< I«»¡<0 =. 
F ` x=I+/4 tt >0 (4l) 
x>3<+>r>0 > 


: 4 s = k (4.2) 
# =(Xx -3Xx FIl)é>x' -2x—- 3t 0 x=l (41U/r<0 
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Phương trình (L) trở thành : t + 4t m=0 (5) 


dì) Với m=-3, sẽ có le đoát ãng ca EU 
t—-3<0 
tẲ dội +vớit= -I có x=l- \5 (6) 
ay vào (4.2) : 
+ với L= -3có x=l- V13 Œ) 


Từ (6), (7) suy ra tập hợp nghiệm của phương trình khi m = -3 là 
{x=!-5;x=t -ýI3} 
b) Thấy rằng với mọi t, phương trình (I) luôn có nghiệm hoặc (4.1) hoặc (4.2) 
Bởi vậy phương trình (I) có nghiệm khi và chỉ khi phương trình (5) có nghiệm 
<>A,>0<>4+m>0<>m > -4. 
kb 


bộ 
+r=0 
xịa 


Chú ý. Phương trình (PT) trên thuộc dạng (x + a)(x + b) + q(x + Sj 


r 1<0<> x<min(-a;—b 
An phụ của phương trình này là t= (x + a) J tảo 3 # mi ko 
x+a |t†>0<>x>max(—a;—b) 


§ó. PHÉP THẾ TRONG VỚI PHƯƠNG TRÌNH 
\A@œ) +‡/B@) = {/C(x) œ 


(trong đó A(x), B(x), C(x) là các đa thức bậc không quá 3) 


| R 

Ị CÁCH GIẢI ' 
¡_ Lập phương hai vế phương trình ta có 
L— (I) <» A@)+ B() +3 ŸAG&)BG)([AG) + ŸB@œ)) =Cœ) 2) ` 


Thế (1) vào (2) ta có : A(x) + B(x) + 3 ÿA(x)B(x) %Cœ =Œ(x) Ị 


«3 A(x) + B@x) -CŒœ) = + 3ŸA(x)B(x)C(x) ị 


©> [A(x) + B(x) - C()]`=+ 27A(x)B(x)C(x) @® ` | 
Việc giải phương trình (I) đưa về giải phương trình hữu tỉ (3). | 


Thí dụ 1ˆ 
Giải các phương trình : 
a) 2x-1+x-1=J3xtl b) Ÿx+ltŸx-1—=Ÿ5x 


a) 2x -1+Ÿx -1—=X3x +1 q) 
Tập xác định R . 
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()02z3x 213@x D@x DỈY2x L1IŸx TỈŸ 3x11 (2) 
Nhan 
Thấy (1) vào (2) có \ox Đ(x D4/3x ‡ ti 
: 5 7 
4› (2x  3x+l)(3x+l)=l <› x(6x- 7)=0 <>{x=Ú¿x=—} 


® Thử lại : Thay các kết quả trên vào (L) thấy x = Ö không thoả mãn, còn giá trị 


H : t8 0E Ề 
x= $ thoä mãn, Đó là nghiệm duy nhất của phương trình đã cho . 
} 


s Chú ý. Phép thẻ (2) vào (3) được gọi là "phép thế trong" Cán liểu rằng (2) 
không phải là hằng đẳng thức nén phép thể trong là phép biển đổi không tương 
dương Nó chỉ đứng với những giá trị x là nghiệm của phương trình (L) mà thôi 
Phương trình (3) là phương trùnh hệ quả của phương trình(2). Bởi thế khí tìm được 
các giá tị của v. phải th lại 


b) Jxt1LÝx 1— 5x Œ) 


'Tập xác định R. Lập phương hai vế các phương trình (l) ta có 


Œ)<š 2x13Ÿx) 1x1 tÝx- lÌ=5x @) 
W 
Thay (1) vào (2) có : 


NIỆP - l).5x =x c» 


3 3 


%x l)=x 


x=.0;x xêi 


= 
Thay các giá trị của x vừa tìm được vào phương trình (1) thấy đúng. Đó là tập 
nghiêm của phương trình đã cho. 


Thí dụ 2. R 
Giải bất phương trình Ý2x +1 + 6x +I>Ÿ2x—1 2 ạ)- 


Lời giải 

Trước hết a >b <>a`>b` Va,beR 

Thật vậy : Va, bcR luôn có (a” + ab + bỶ) > 0 

Nên: a>b c>a- b>0 <> (a- b)(a” + ab + b`) >0<> (a`—- b) >0 (đpcm) 
Tacó (1)<> 2x -1- Ÿ2x+1< 6x +I 


«>-2 32x- DÓx !D(2x—1- 2x L1]<6x + 1 


‹? X@x IX2x + D(Ÿ2x ¬' \2x HHÌ >2x+ l 
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«» Ÿ2x+ '|f&x -I} +Ÿ@x-D@x+DtW@x+D` 
(x1) t@x D@xtD+Ÿ@x + 0'|>ovx‹ R 


Nên (2)<> Ÿ2x +1 >0 <> >2 1 
Đó là tập nghiệm của bất phương trình đã cho. 


>0 (2) 


Để ý : 


§7.GIẢI PHƯƠNG TRÌNH, BẤT PHƯƠNG TRÌNH VÔ TÌ 
BẰNG TOẠ ĐỘ VECTO 


® Cóc kiến thức sẽ sử dựng 
ab=Xyy, tx.y, 


lai- Nhã ty 
e Bát đẳng thức: 


*lallbl>ab (I) *lal+lbl>la+bl (2) *lal-IBlla+bl @) 


eœTiích vỏ hướng : Cho a= (X.;Y,); b= (X;;Y;) =© 


Dấu đẳng thức trong (1), (2) có khi và chỉ khi 4, cùng hướng 
Dấu đẳng thức-trong (3) có khi và chỉ khi xẩy ra một trong hai trường hợp : 
b = 0; hoặc 4 b ngược hướng. 
® Quy tước : 
*) Các bát đẳng thức trên được gọi là các bất đẳng thức “cơ bản”. 
*) Phương trình diễn tả ấu đẳng thức xẩy ra trong các bất đẳng thức “cơ bản" 
(ở trên), nếu có mẫu thức bằng không thì tử thức cũng bằng không. 


® Hơi quy trình sử dụng tog độ vectơ vòo giỗi 
phương trình (PT), bốt phương trình (BPT) 
Quy trình I 
Để giải PT f(x)=g(x) hoặc BPT f(x)> g(x)] 
Ta đồng thời biến đổi f(x) thành vế trái (VT), còn g(x) thành vế phải (VP) tương 
ứng. của l trong 6 hệ thức : 


ab=lallbl |  latbl=lal+lbl lai -Ibl=la † bị 
a.b>lallbl la4bl>lalilbl | lai Ibl>la ibl 


Kết hợp với BĐT "cơ bản" sẽ dẫn tới sự khẳng định như hai sơ đỏ dưới dây. 
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f(x) =g(x) 
hoặc f(x) >zg(x)| 
Ụ 
uv du | (Œ) J““..... 
u.V >l8l|xÌ (2) | nh ‡ v >H\ Ũ l (4) 
U 1 
| vì | 
u,V cùng hướng =` -i : - >0 | =7 Tập nghiêm ` 
=—- f(x)=g(x) — 
+ |hoặc +f(x)>g(x)| 
" U ` 
l|-||=lä+v| 6 | k|-||>lh+ | 6 - 
h a0 ] 
N.=yg | [ 
lý ° —= 0"... ị = | Tập nghiệm 
khŠ _“—= *<0 
u,v trái hướng X. y: | ' 
+ Quy trình 2 


Để giải phương trình /(x)=g(x) [hoặc bất phương trình7ƒ†x)> g(x)] 

Trong đó 

® /tx) không có dạng-biêu thức toa độ của tích vô hướng. 

® #(x) biên đổi được-thànrmột về của t trong 3 'BĐT "cơ bản” (2), (4), (6) 
'Ta đánh giá g(x) cớ:g(x) 3> h(x) [hoặc gÉv)<h(v)] (Nhờ các BDT trên) 

Đầu đẳng thức có khi xe E, Œ) 
Do vậy. từ x) = g(x) [hoäc ƒ(U > g0] => 3x) > h(x) {hoặc ƒf.u < h(+)] 
‹»xel:, (8) 
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Từ (7). (8) kết luận : Nghiệm của PT(BPT) là xc E,+E. 
(Chú ý: Nếu ƒfx), g(x) là các hàm đại số thì trước khi dẫn tới (8). các phép biến 
đổi thường xuất hiện [r(x)]` < 0. ) 


® Các thí dụ 
Thí dụ I. Giải phương trình V9x` 18x) Ð V36x) 9x`=91x` hD. 
Lời giải 
Tập xác định : D=[2; 4] (2) 


Xết các véctơ w =(1; 1), v— V9x` - I8x`;V36x` — 9x`} 
Suy ra: lui ⁄2.||- ý9x' I8x` + 36x” - 9x" 3|x|-/2 3x2 (x‹ DĐ) 


Từ đó ->Iullvl=6x, uv=v9x`-18x` + V36x)—9x`. 


Do vậy (1) => 9+x'= uv<lullvi=6x => 9+x` <6x @) 
Dấu đẳng thức có khi z,v cùng hướng <3 ——= = _a _ 

c» 9x`- IBx`= 36x”-9x` c2 xïx-3)=0 © x=3 (4) 
Xét bất phương trình (3) : Ta có (3) c> (x- 3)<0 «>x=3 (®) 


Từ (4), (5) kết luận x=3 là nghiệm duy nhất của phương trình đã cho. 
Chú ý. Chúng ta còn trở lại Thí dụ này với lời giải Rằng phương pháp? đánh giá bởi 
Thí dhị 1Ô, nưúc HH §7 chươngV. 


Í Thí dụ 2 l NGG: 
| Giải bất phương trình (3 x)ýx _1 + V5 2x >40-34x110x` xÌ () 


L8 giải 
Điều kiện : l<x<Ổ 
Xét hai vectơ u=@ ; Í), v= (W -t:V5-2x). 
Sẽcó Iul=vx”=6x +10,1vI=4—x, VT(I)= uv, 


Iullvi=v(4 xx” -6x +0) =/40— 34x + 10x” —x 


` 


Do vậy (1)<> uv >lulfvl —> u và vlà hai vectơ cùng hướng 
3- | 3-x} š 
SG. ———_ äaÊ*”) ...` s0.302-IH4403—-66=0 
Jx-I v5-2x xi $%='9§ 
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3 +9 


: ` 
(4 3J(Ðx lìx + 33) 0⁄5 | › “sx=2 
k 3x 131x123 0(VN) 
tich hợp (39) Vày PE(L) có duy nhất một nghiệm là x = 2. 
'Phì dụ 3 
ñ Ý—ớ TS 8 45 
 Cián phương trình Ñ L2x15 NI 4x1 40)| x 15x Ị 3 (1) 


Lời giải 
Lrp xác định R 


I Í y ` ` 
Đại Í&)=|jx) 2x15 Jx` 4x ' 40) =l& 114 V2 x) 136 


Nẻt các vectơ = (x+l: 2), v =(2 -x:6) 
Sẽ có: g1 v=(3:4), lú 1v =5,1aI=6x +) +4,1vI=42—x) t3 
lacỏ/(x)=llul Ivll<lu Ð vi=§ @) 


Dàu đàng thức có khi xảy ra một trong ba trường hợp u-0,hoặc v Ú, hoặc 


ngược hướng với Và 


Kha năng u 0. v Ù không thể xảy ra do y = 22 0,y =6 Z0. (3) 
kề l 2 5 

Khi nàng u.v ngược hướng < > Sôi <Ú ‹› x= (4) 
b 2x › 2 


_ ' 45 l 25 Š‹ 
Iừr(1).(2).(3),(4) >x tSx+ ắ <ÃS‹<»Xx +Sx+ 4 <0<›(x+)<0 


- 3 5S 
‹>»x= 3 (5) 
ừ (3), (5) kết luận phương trình có một nghiệm duy nhất là x= by 
Thị du 4 : 
Giải phương trình \k` 2x15 1x `12x 110 MS) (1) 


Lời giải 
Xet hai vectơ u (l-x: 3®). v (Ì †x:; 3).. 
là có lui =Vx` 2x15.IvI=v&` 12x110,0+v=(2:5). lu { vi=v239 


Suy ra (I) €3 uf#lv[=lu | vÏc> ú và v cùng hướng <> ẫ ¬ 
LÁT. 


ễ | 
tš Ä% “, - Vậy phương trình có mòt nghiêm duy nhất là x = Sẽ 
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“Thí dụ ŠS 
Tìm m để phương trình có nghiệm : Wx` ĐA +I *%`- x T 1 =m €) 


Lời giải 
~ 3 3 ˆ - 
Xét các vectơ u= TT - | ĐI ng _ ta có lu t vl=l 
2 2 2: 2 


Hiển nhiên V u„v luôn có lul—lvI<Iu ‡ vl, đấu đẳng thức có khi và chỉ khi 


v.0 hoặc uyv ngược hướng. 


_. Ầ — V3 
Khả năng v= 0 không thể xảy ra do y. = ý z0. 


⁄3 
‡x 


I 

Khả năng u,V ngược hướng <> 2 =_ 2- <0c>l+2x= lI+2xc>2=0 

l. n BỊ 
2 2 


Điều này mâu thuẫn. 


Suy ra : lu ‡ vI<l hay tập giá trị của ƒ(x)=vjx` + x +1 \X`-xt1C ID) 
Bởi vậy phương trình (I) có kákxi khi và chỉ khi mc(- l; l) 


Thí ‹ dụ6 
Giải bất phương trình x+VX- I>3+\/2x`- 10x 116 œ@) —| 


Lời giải 
Tập xác định Vx > I 


Viết lại :(1) <3  ~3)1+x-1> 26x 3 1@6-—D) (2) 


Xét các vectơ u= (x 3x - 1), v=(1; l) 


Sẽcó uv=(x-3)+x—1,Iullvil=v2/G-3°+œ D 


Suy ra BPT (2) có dạng uv>lullvle> v=lullvle>u vv cùng hương: 


x-3. 4x -I 


, 
‹» ï se | 


g4 
— Làn 
3 


x>3 


(x-3)°=x I x` 74110 0 
<> 
x>3 


LIP- 


<€>x=5. Vậy x=5 là nghiệm duy nhất phương trình đã cho. 


Chú ý. 
Hai quy trình trên hoàn toàn có thể áp dụng cho giải hệ phương trình vỏ tỉ 
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BÀI TẬP 
Gian các: phương trình và bắt phương trình sau 
lĐý* LÍtVx 2x15 VỊU 
24x - 2884153 (vJ4— 12k313—=4/2 
3y sh xứ Ijx? 3x ịI M2 
43 2x x` PV24 -23x x` -10 
5) VI 3x~-x) +VI8-7x- x` <V71 
6 \Jx` txi tự xt1<2 


II 4x15 VJx` 10x150|>5 


8) xx LÍ EV3—x >2} +1 
9 x` 12x 1 /2x—1> 3x) ‡4x+l 


§8. NHỮNG PHƯƠNG TRÌNH, BẤT PHƯƠNG TRÌNH KHÁC 


ø Phuưrg trình chứa nhiều lớp căn 


£ Bái phương trình f[Q) < vp -qx—x`,ff0> vp -qK—#” 
# Phương trình giải bằng phương pháp đánh giá 


®@ Những phương trình khác 


I. Phương trình chứa nhiều lớp cũn 


Khi gặp phương trình chứa nhiều lớp căn, tạ có thể đặt căn thức trong cùng làm 
đu pÌụ 


M...ố 
x : I I 
Cho phương trình x‡,Íx ! 2†*† ñï =m (1) 
| a) Giải phương trình khi m = 9. 
| b) Biển luận theo m số nghiệm của phương trình. 
Lời giải 
Tập xác định: x> : (2) 


l _ 
Đặt ' F- =t!>0 + ket ] 3) 
4 4 


149 


Phương trình ([) trở thành ".. —+ 


`... ync ; ` VỆ › 
=y . #1 tự cảnh 43 T— EỊ =8 
4 4 4 2 4 2 
SN Ì 
€>t+t+— =m <+ |t † —| =m (4) 
4 2 


a) Khi m = 9, phương trình (4) trở thành Ỉ + ;] =9 (5) 


Do t>0nên (5) <+>t+ ; =3‹»t= : - Thay vào (3) có x = 6. (thích hợ[) 
Vậy khi m = 9 phương trình có một nghiệm duy nhất là x = 6. 


b) Do t>0= | + ; >2 nên từ phương trình (4) suy ra : 


s«m< K : (4) vô nghiệm => Phương trình (L) vô nghiệm. 
(4) ©> t=0. Thay vào (3) có _ï 


c)3 M= Ým c» t= Ým 2. 


ca) 

4 

l 

em>— 

AC 
Thay vào (3) có x-[ýn -] ¬š ©> x=m- 

T7”) 

Chú ý. Một cách trình bày khác : Gọi A= min: HÌ ý Ù : 1 


 .... 
-E11EkEbHEHi 
—.A.- j¬ 


I 
K†t—-4> 
4 
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£ Lị NỈ tt Eoe Làa N 

NA ha đg X i 3 = >ý®† 2 
Ị 

+5 at 8 «3» x=6 


®@ Đo là KỸ thuật tách bình phương đủ để đưa biển thức dưới căn thoát khỏi cản 
thức. Kỹ thuát này phú thuốc sự nhay bến và Éï nắng tách bình phương củ. 
e@Trong khủ đó kỹ thuật đặt ẩn phụ không củ: hỏi một sự khéo léo nào 


Thí dụ 2 
Giải và biến luận theo a số nghiệm của phương trình 
và LV2ax — aŸ” +Ÿk d2ax—a' =v/2a q` | 


Li giải 
.*a«0, 2a vỏ nghĩa. phương trình không tồn tại. (2) 
*a=0, (1) <> 2x =U c3 x=0 (3) 
*a>0, Nhân hai vế với V2a >0, ta có 
(«2 (2x + 2aV2ax - a" +3 2a2ax —a` =2ä (4) 


Đặt V2ax -a” =t>0 => 2ax =+a” (5), phương trình (4) trở thành 


` vì + a` +2äL + VU +a) —2at=2a c2 (ít+a) + [(t—a) =2a 


t>a 
tha‡t-a=2a 


vô nghiệm 


<»>tta+|L a|=2a <> : 
0<t<a 


t<a 
tta-tdta=2a 


Với 0<t<a ->0<t<a), thay vào (5) có Ö <2ax - a<aÌ€»> —<x<a (6) 


Từ (2), (3), (6) kết luận 

+ a<0: phương trình vô nghiệm. 
L) 
S;a 


+ a>0: phương trình có nghiêm với Vxc _ ¿) 


II. Cóc bốt phương trình 


fx)< VP— qX— XỶ ,fw)> Vp- qx — xỶ 


(Trong đó f(x) là hàm đa thức ) 


"Thí dụ I - 
Cho bất phương trình v—x” + 6x— 5z>m - 2x (1) 
a) Giải bất phương trình khi m‹= 8£. 

b) Tìm m để bất phương trình-(I) nghiệm đúngXới-Vx€[ 1; 5] 


Lời giải : 
a) Cách 1 : Khi m=8, bất phươnggrình trở thànhe\/—x` + 6x -5>& 2x (2) 


tế tyng x>4 4<x<5 
—x` +6x—5>0 1<x<5. 
(@2)<> {kh —ˆ @j|£*S* 
8-2x>0 x<4 23 
h } .. 3<x<= 
—X' +6x—5>(&— 2x} 5x” —38x-+ 69< 0 bỒ 
4<x<% 
` c> 3<x<% 
3<x<4 


Cách 2. Vẽ các đô thị (é), (®) lên: 
trên một hệ trục toạ độ. Trong đó-: 

+({Ø) là đồ thị y= d—x” +6x—5: 
(x-3)+y`=4 
y>0 
đường tròn tâm I(3; 0), bán kính R-= 2“ 

+ (Ø) là đường thẳng y=8-2x.. Rõ: 
ràng (Ø) chứa các điểm M(3; 2), N40): Hình. 16 

s Nghiệm của bất phương trình-f(x) > h(x) là tập-hợp.các giá trị của x r với 
cung AM - phần đồ thị (ý) ở không-đưới đồ thị-(Ø). Căn-cứ vào đồ thị suy ra bất: 
phương trình có tập nghiệm là 3 < x < 5: (h.l6). 

b) Cách !: Phương trình đường-thẳng. (đà) // (Đ):và chứa điểm K(1; 0) là 

y=-2(& - l)c> y=2- 2x. 
Bất phương trình (I) nghiệm Vxe[l; 5] ©> (é) không nằm dưới (12). 
Điều đó có khi và chỉ khi (Ø) không ở trên (®)) ©S m< 2 


Cách 2: Gọi f(x)= ý-x? +6x —5, ta có maf(x) =)=/@®)=0 
Gọi: h(x) = 8 — 2x, ta có matbx)=b(Ù sm—2 


©° . Đó.là nữax 


+ Bất phương trình (1) nghiệm VxeK = [I; 5] ©> min f(x) > max h(x) 


«> 0>m-2 ‹> m<2 
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Thí dụ 2- 
Ì s = —~E XP 
Cho bất phương tình V8. 2x. x` < () 


53 


__#) Gku bất phương trình khim = 3 
bìTim m để () nghiêm Vx‹ K =[ 2: 4]. 


Lời giải: 
ai Khi mà 3, bất phương trình trở thành: §ìị 2x: x`< : (2) 


Cù j () “6À 


® Vẽ các đỡ thị () và (A) lên 
cù" mỏi lệ trúc toa đọ trong đó 


(r¡ là đố thà ve Ẳ§ + 2x x` 
«&> 1x - lì + y Ì=9cy >0}. Đó là. 


nưc đường trồn tâm T(Í; 0), bán kính: 
3x+3 


R=3.(V)B đồ thì y - 
: * (An) (Aj) (A) 
Đó là đường tháng dị qua-các 
đim M(I: 3). N(- 1,0) ` 
® Nghiệm của bắt phương trình (2) là Hình 17 
hoành đọ tập hợp các điểm mà đồ thị của () không trên đồ thị (A) 
® Can cứ vào đồ thị suy ra bất phương trình (2) có tập nghiệm là : l< x < 4 
[Ủng với cung tròn AM, trong đó- A= (4; 0)]. (h. I7) 


Cách 3. 
Ị 
<x<4 
3x4+3>0 x32] IX%< 
C)\<+ |8+2x -x`>0 c> ‡|-2<x<4 «› lÌx< n5 
13x” +I0x- 23>0 ằ 
= -x<[33Ï 5 x>I 
2 
<+^ TRE 
3x+m 


bì Gọi (1 „ ) là đường thẳng : y = D c>3x2y+m=0 


s Khodne củ tế Lưến (A, )1š ác ỄU _ N.ae.. 


N`+c v13 

d~R lẻ 1 

® (A,) tiếp xúc với ( é) <> (A_)ởtền(A) | v3 
m>3 
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=-333 
KH TC xa V 


« <> m=- 
m>3 
e Gọi (A,) là tiếp tuyến của ( €) ứng với m=-3+3 /13 
® Bất phương trình (I) nghiệm Vxe K={—2; 4] <3 (A„) không ở dưới (A¿ ) 
s>m> 3+3 v13 
' hd) ˆ ——— —— ———- B 
Cho bất phương trình 4ý4- xM2+x) >I8-a+2x -x` @) 
a) Giải bất phương trình khi a = 6. 
b) Tìm a để bất phương trình nghiệm Vxc[_ 2:4] _— 


Lời giải 
a) Tâp xác định : R ko 
Viết lại (1)©> 4v—xÌ+2x+8>I8-a+2x-x° 
Đề ý 7 = F nên đặt t= vJ xÌ†‡2x+ =-œ ` =>0<t<3 @) 
Bất phương trình (1) trở thành t` - 4t + I0 <a @) 
a) Khi a = 6, bất phương trình trở thành t`-- 4t + 4 < 0 <>t = 2 (thích hợp) 
Vậy bât phương trình (1) có nghiệm thoả J9 — (x— 1)” =2<3 (x- l)'=5 
©x=l+ 45. 
b) Cách !- Gọi ƒf)=tÈ~ 4t+ 10. Maxf() =max‡/(0): @3)} = 10 
Bất phương trình (1) nghiêm Vxe[-2; 4] ‹> Bất phương trình (3) nghiêm 
Vte{0; 3] ©> a> ii f0)<3 a>I0 
Cách 2: Bất phương trình (1) nghiệm Vxe|-2; 4j ‹> Băt phương trình 
h(t) = t`- 4t + I0 - a<0nghiệm Vte[0; 3] ©> Phương trình h(x) = 0 có hai nghiệm 
h(0)<0_ [I0-a<0 
= 
h(3)<0 7T-a<0 


pin biệt hoit,<0< 3< co | <>a>I0 


Chú ý 
Bạn cũng có thể giải bằng phương pháp đồ thị như các thí dụ Ì và 2 ở trén 


IIl Phương trình giới bằng đónh gió 


se Đánh giá bằng tập xác định 

© Đánh giá bằng bất đẳng thức 

© Đánh giá bằng miền giá trị (phương pháp hàm số) 
(Đánh giá bằng phương pháp vectơ đã trình bày riêng trong $6 ) 
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Tỉ (3), C4) suy ra x=S là nghiêm duy nhất của phương trình đã cho. 


Thí du I | 


Giải phương trình: VÁ(x DI x12) 2V) () | 


Lười giải 
Ep vác định: D=( 2, 3|: 7012/11: +2) 
Thây răng x=U là một nghiệm của phương trình. @2) 
h [ E.. _ˆ 
+ Với x + 1,chia hai về cho Vx >Ecó:(I)<»vx l1 Wx L2 2x @) 


Bình phương hín về có (Ề) 2> 2x T)(X 12)=2x Ì 


R 9 
s»4(xt+x 2)=4x h8) cóc RXe 9) AM =C (thích hợp) (4) 
+ Với x <-2,đật x=-—t.t> 2, 
Phương trình (1) trở thành \h ¡ 1+3 NI 0=2/È (5) 


Chia hai về cho vít >0 có(5)£3 C1 V2 —t =2t (6) 
Bình phương hai về có : (6)£> 322V +)@— Ð) =4L. (0) 


Áp dụng Cauchy vào vét phải của (7) suy ra: 4< 3+(t+l)+(2- 1) 


tị ` ñ \ 
củ dEs 7< 1< si Trái với t> 2, suy ra phương trình (Š) vô nghiệm. (8) 


Từ (2), (4). (§) kết luận : Phương trình có tập nghiệm là { x =Ú; x = h } 
Thí dụ 3 - 

Giải phương trình Vx-4#J6-x=x) 0+2 — q) 

Lời giải 
Điều kiện : 4< x <6 (2) 
Theo bất đẳng thức Bu-nhi-a-cop-ski ta có 
Mx~4+v6—x<J+l)x—4+6--x)=2. 
: xug ñ ĐC S^ 6- 

Dấu đăng thức có khi và chỉ khi TT == *>0œ© x=S5. @) 
De vậy từ (1) =3 xÌ-10x +27<2c+»xÌ- I0x+25<0 
c»(x-5)`<U<+x=5 4 


Thí dụ 3- 


Giải phương trình Vx £x” -I#aJx -x ` tl=x`x+2 Œ) 


Lời giải 


Tập xác định: D= 


Theo bẩt đẳng thức Cô-si : 
=1 s l % 
< ?_I)=— 2 
\x+x L<c d+x*x”D =2 (x4) @) 


# k : -Ủ K»¿ 
Jx—x'`+3 tác tá TiÐP= 5Œ ã +2) 3) 
Cộng vế theo vẽ các bất đẳng thức (2), (3) có 


Vx+xÌ`—1#\x—x) +1< x+l (4) 


= #_ {x=l x=~— 

Di đẳngHŒce bi {15 tế =Ỉ v. “n. 
TT. ƠNN SR x=0} 

Từ (*) và (4) suy ra x-x+2<x+l c› (x-l) <0 «+ x=l (6) 


Từ (1). (5) và (6) suy ra x=l là nghiệm duy nhất của phương trình (*) 


“Thí dụ 4 (trở lại Thí dụ 5§I chương V) 
Giải phương trình 3x”- 5x +6 = 2xx) + x— 3 


Để ý 3x`- 5x +6 >0 với mọi x (do a = 3 >0, A = -47 < 0) suy ra điều kiện của 
x>0 = 
phương trình là | „ ‹»x> 3: _ (2) 
x +x-3>0 2 
Theo bất đẳng thức Cô-si : 2x wx` tx—3<x+(xÌ+x- 3)=2xÌ+ x- 3. 
Dấu đẳng thức có khi và chỉ khi x'=xÌ+x-3 <2» x=3 (thoả mãn (2)) @) 
Do vậy từ (1) = 3x” - 5x + 6 <2x”+ x -3 
<>x`-6x+9<0<+(x-3)°<0«<>x=3 (4) 
Từ (3),{4) suy ra x=3 Km nghiệm vị 5É của phương ' trình đã cho. 
Í ThíduS ai xi 
[ Giải phương trình x'+1998x`+998001x”+x- 2x + 1999 +1000=0 (ID) 
Lời giải 
Điều kiện x>- K% (2) 


Ta có: (1) €3 x'(x`+ 1998x + 998001) + x- V2x 1-1999 +1000=0 
«> xÌ(xÌ+ 24999 + 998001) + 7 (2x + 1999-2/2x + 1999 +) =0 


Ũ "T¬O | 2 
<> x(x + 999)” +— (V2x + 1999 —1)° =. 02 
2 ý2x + 1999 - |= 0 


999) = 0 ' 
XÓ +2) =Ố . xe=-909(Thích họp đu kiện (Ơi 
2x ¡ 1999 = | 


Vậy phương trình có I nghiệm duy nhất là x = -999. 


x(x F999) = 0 
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Thị du 6 


Giải phương trình XÌ+ fx + 6x13 dx + Vx` 2x 010<=2 Œ) | 


Lười giải 
Tập xác định : R 


Viết lại - (l) <> x'#+4x tồx tx+I+vhk) t2x4+ I0<=3 


€3» (X+l)+V(x LÍ) (9 =3 @) 


Để thây (x+l) + NI £ 1) +9 >3 Dấu đẳng thức có khi x + =U 

Bi vậy: (3) <> x£l=U <3 x= TL Đồ là nghiệm duy nhất của phương trình đã cho. 

'Thí du 7 Ị 

Giải phương tình Vx I+v3 x+x+2x 3 V2=0 (I) | 
Lời giải 

Điều kiện: [<x<3 (2) 


sTacó(x 11/3 x) =2+2 6 D3 x>2 svx 11/3 x>, 


š I 
Dâu đẳng thức có khí ì 3 3) 
X ề 
Suy ri: M2 +x`+2x-3 42<0«3 x+2x-3<0c<+ -3<x< Ï (4) 
Từ (2). (3) và(4) suy ra x=l. Thay x=l vào (L) thấy đúng. 
Vậy x = l là nghiệm duy nhật của phương trình đã cho. 


Thí dụ 8 | 

Giải phương trình V3x` 4 6x L7 1 V5x” 110x414 =4 2x xÌ q) Ị 
Lời giải 

Tập xác định : R 

Viết lại (D «3 4x) £41 j5 1D) 194 2xx Ø) 

VT(@=V3x 1D) 4+ 5x 1D 19 >2+3<5 @) 

Lâu đẳng thức xảy ra khi x= Í 4) 


Suyra: 4 2x- x`>5 c; (x+l)<042 xe I 

Do vậy x =- [ là nghiệm đuy nhất của phương trình đã cho. 
| Thí dụ 9 - § 
| Giải phương trình 2x” x)+Ÿ2x` 3x4 1=3x+l+Ÿx` +2 @) 


Lời giải 
Tập xác định : R 
Cách Ƒ: Viết lại (Ï) <> 2x) 3x+1+Ÿ2x ` 3x Ị I=x+2+ Vx` t2 2) 
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Đặt a =Ÿ 2x`-3x+l .b=‡© +2 „ phương trình (2) trở thành a`+ a=b`+h 
c>(a'-b)+(a -b)=0<»(a - bJ(a`+ab+b +l)=0 


1 Co 
© sa b)[(a+b) +a +b +2| =0 
463 q=bc>a=b'c©2£`- 34 + I =x*+‡ 2 cš 24`-x'- 3x - S0 
<>(2x+l)(x`-x- )=0 
xa... 
2 


Ki - Đó là tập nghiêm của phương trình đã cho 


=Ắ° 


Cách 2 (Tiếp nối từ (2) 
Xét hàm số f(t) =t + Ì// ; Tập xác định R 
Phương trình (2) được viết : f(2x`-3x+l )=f(xÌ+2) (3ì 


ft,)=t, tựt, 
ft)=t, + VU, 
+ f(t)-f(t)= tt + Ÿ - tt =(Ú: - WL)(ý: Hit: + NIN ¬ 


f(t,) - ft § = s 
› ky “: tểuh +ỷU tD>1 
ANH... 
>> f(t đồng biến trên R 
Bởi vậy : (3) ©> 2x`-3x+l=xÌ+2 <©> 2x` x” 3x I=0 <>(2x#l)(x` x l)=U 


I 1+5 


X=—-~;X=———— 
2 2 
Chú ý. Trong lời giải trên đã sứ dụng kiến thức 
Nếu ft) là hàm đơn điệu thì f[t,)Eƒts) €2 t,=t› 
Chú ý 3. Bài toán trình bày được bằng phương pháp đánh giá bảng bát đẳng 


Đề ý: Với Vt,tcR, t,zt; có 


c - Đó là tập nghiệm của phương trình đã cho 


thức| t||V|> w.v thì cũng trình bày được theo phương pháp đánh giá bảng bát 
đẳng thức Bunhiakopski và ngược lại. Chẳng hạn 

Thí dụ 10_ _—— 
Giải phương trình 9x'—18x) + (36x) 9x" =9 kx` (l) 
(Xem lời giải bằng phương pháp vectơ đã trình bày trong Thí dụ I §7 chương V) 


Lời giải 
Tập xác định : D = [2; 4] (2) 
9+x=I(9xÌ 18x) +VI(36x) 0x) 


<V(+D(9x` -18x)136x`—9x`) = 6x 


xi 
Dấu đẳng thức có khi v9x` --18x` =V36x) -9x` ©»x=3 (Thích hợp (20) (3) 
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I% vậy tứ () z xt926xc3(x 3 <0 c3 x=3 (4) 


Tư (2),(3). (4) —> phương trình có một nghiệm đuy nhất x = 3 
® Cách khắc (Có vv) 
Để ý x— 0 không phái là nghiệm của (1): Chía hai về cho 3x Z Ú, tà có 


3x 
(0«<>%x 2)1 A4 x)-  ¡ (5) 
x3 
2 
z1 ko. 
Theo Cauchy: rT Công về theo về có VT(Š) < 3 
N 4 „lt#4# + x 
286 660-02- › 
Ẫ ` I=x-2 
Dấu đẳng thức có khi ‹»x=3. (6) 
I4 x 
F s cai AC - TS : 
Kết hợp với (5) có : to” co Đm 3)'<0 c» x=3. (7) 
X 


Từ (5). (6), (7) kết luận x=3 là nghiệm duy nhất của phương trình đã cho. 


Chú ý 4. Nếu lời giải trình bảy được theo phương pháp đánh giá bảng bái đẳng 
thức lui 1 1v† >lú † v† rhì cũng trình bày được bảng phương phái? toa lo và ngược 


lại Chẳng hạn 


Thí du I1 
Giải phương trình jx` 2x L5 #\jx` 12x t10=V29 Œ) 


(Xem lời giải bằng phương pháp vectơ đã trình bày trong Thí dụ 4 §7 chương V) 


Lư 
Tập xác định : R 
Viết lại ()é> &— Ð` E2) +(x D0 +3) — V39 
Trong mp toa độ xét các điểm M=(x; 0), A=(1: 2), B={ l; 3). Sẽ có 
xxx. }x-Ya 
Xẽ X. Yạ Y» 


Phương trình đường thấp AB là 


{ Š ` Ê s3 2y I=0 
2 s 


MA=x`- 2x15.MB=vx` 12x ‡ 10, AB= 29. Do vậy 


(1)<» MA+MB=AB ‹ › M thuộc đoạn thắng AB » M=AB⁄3Ox 
y.0 


0 I 
> Toa độ M là nghiệm của hệ M ‹»? [ €>x= 
Šx-2y I-0 Ñ= : 5 


Đó là nghiệm duy nhất của phương trình đã cho. 
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phương trình (l) vô nghiệm. (4) 
Với a= -I,ta có (2) ©>(x—L) + (y-2)°=0 


——I 
« Ì „___ không thoả mãn bất phương trình (3). 


IV. Những phương trình khóc 
Thí dụ l c> 
Tìm a để phương trình có nghiệm : x+y+ Ÿ2x(y - I)+a=2 (l) 


—= =2 1 
Viết lại (1) c>2-x-y=.2x(y bìa «3| K-ÿ? =2sg-Hva 


2-x-y>0 


mn (x+y)`-4(œx+y)14 (ao 20C ` †(y-2) -a+1 Œ) 


xiy-2<0 xiy-2<0 @G) 


Với a < - 1: Phương trình (2) vô nghiệm-nên ˆ 


Vậy a = -I không phải là giá trị phải tìm. T5) 
Với a > -[, ta có (2) là phương trình đường 


tròn (Ý,): (x -1)`+(y-2)°=a+l có tâm I=(l; 2), dœ ĩ ạt 
bán kính R= va + l. N 
Gọi (2) đường thẳng có phương trình x+y- 2=0. Hình I5 
Khoảng cách từ điểm I dến “uống thẳng (G là da 12-21 
vị+i V2 


Thấy rằng (0; 0) là một nghiệm của bất phương trình (3). Nghiêm của (3) là độ 


các điểm thuộc nửa mặt phẳng chứa điểm O (kể cả bờ) giới hạn bời đường nghiêm 


của hệ (2). (3) là toa độ các điểm tương ứng với phần của ( ý,) khàng nằm trên (2). 


Từ đồ sy ra hệ G2), (3) có nghiệm c>R > đe V8 † 1> ý ca>-l— @ 
2 


1 
Từ (4), (5). (6) kết luận : phương trình đã cho có nghiệm <> a > - 5 


“Thí dụ2 - 
Tìm nghiệm nguyên của phương trình y =x+ NO ! 2(x 1 ly 4x () 
Lời giải 
Điều kiện : y > x 2) 


Viết lại (l) <> y -x =Wy` +2 + Đ)y+-4x 


>(x-y)}=y ` +2(x + Đy+#⁄4xc> x`-4x=y(dx+2) (3) 
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đến kucn can 


LÔNG : 
® Thay tang ÍlX $ Ý= c3» x= khone nghiem phương trình ( 3) 
¬ 


x—X x9 9 Ụ 
>\ “›w= + ‹>» Wy=2x- 9+ C1) 
l1. 4Ó N6 &O2x+|l) 3⁄1 I 
®#xieuv€n, ý nguven suy ra 9/(2x + 1) (2 + ljc ÿt[; t3: t9) 
Đen kien dlu 


la có bàng sau 
¡ 3x+1 ¡l Í h 3 | 9 | 9 | 
8 ƒ n0 M ! 5s] 4 | 
sy I7 81 | 
` ũ 4 mẽ... 


Tư két qua của bảng, kẹt hợp với C3) súy ra - Fập nghiem nguyen của phương 


tổnh l§ ¡x-¬ c0 4SÐ= 3 

Thí du 3 

Gian phương tình xu Ttyvx T=xy (l) 

L8 giải 

Điều kien l.\v rÍ t3 

x ` l4 ` F XVY 1 

Theo bắt đàng thức Có SỐ VI ĐT >3 x/My lD< —. dâu đăng thức 

bu # M NỈ ¬ 

vekhivachikliul=y Í = 3, (thoa mãn (2)) (3) 


Tương tự vựA x_ IJ-< ”... dấu đăng thức có khi và chỉ khi x = 2 


(thoä mãn (2) (4) 


Từ (3). (0 vu tà X 


x» —*XY 
: › =# Do vậy (Ì)c>x<=y =3. 


Eh lạ cáp nẽhiem dụy nhĩt của phương trình đã cho 


Thí du 4 
r — m— l 
phương tình VÀ ty T+avz Ở= „ii Y#‡k) (l) 
Lời giai 
Đicu kien x Uy >©z >2 (3) 


2vV\x“°.ôÖE x 


Theo bắt đang thức Cô sĩ (J1 y Hy T 
! vìq 


SG 3 ï M 
vVW 23š<J†tr2 2? 


XAxAhaA( đt /? 2)“ tÝY +2) 


[0l 


I 
‹» x+y I+z 4< x4iBes]a 


I-x x=l 
dấu đẳng thức có khi và chỉ khi |1 - y -I <>{y - 2 (thích hợp (2)). 
Icz-2 z=3 
x=l 
Do vậy (L) <> {y =2. Đó là cặp nghiệm duy nhất của phương trình đã cho 
z=3 
BÀI TẬP 


Bài I. Cho bất phương trình \(4 + xX6- x) <x`-2x+m 
1) Giải bất phương trình khi m = - 12. 
2) Tìm m để bất phương trình nghiệm Vxe[-4; 6]. 
x+I 


Bài 2. Giải phương trình 2x`~ 8x + 3(5 - x) | TC = 12 
x 


Bài 3. Giải và biện luận phương trình J4 -x` =mx +2 
Bài 4. Giải các phương trình 


DÐ Vx+8R+t2/kt7+ejx+l-Jx+7=4 


2) \x+ + 2Vx—i =1 J3jg— -3ý⁄xg 1= -x†+3 


2 


Bài 5. Giải bất phương trình xÌ+2Vjx` - 3x +11 < 3x+4 


Chương IV 
HỆ PHƯƠNG TRÌNH, HỆ BẤT PHƯƠNG TRÌNH 


§1. HỆ PHƯƠNG TRÌNH BẬC NHẤT HAI ẨN 


€  llc có nghiệm với giá trí của tham số 
© ng dụng de tìm giá trị nho nhất của biểu thức 
Q = lux +hy + cỊ + lai x + b`y + cÌ]: 
Q=tax +by+c) +(x+bìy te) 
©  llc hài ăn bà phương trình 


I. KIẾN THỨC CƠ BẢN 


axlby c N TA ¬ 
“Ý.“.——— ¬ (a +b z0, a' tb `20) 
aủxIhy €c 
b| k 


a : € bB # € 
D=|, =ab abD-=|, |=cbh cbD=|,  |=ac ac, 
la c w” £ 
, D Ð, 
I)Dz0: Hệ có một nghiêm duy nhất (x: y) trong đó x= Ð yy= = 


3;D=0: 
® D,⁄ 0 hoặc D,z0: Hệ võ nghiệm. 
®D,=D =0 Hệ võ số nghiêm. tập nghiệm của hệ là nghiêm của 


phương trình ax + by +c= 0 


II. CÁC BÀI TOÁN 


Bòi toón 1 
Giải hé và biên luận hệ phương trình bác nhất hai ẩn 
[Thí dụ I 
bì 
Ị 17 
Gin và biện luận hệ phương trình {x— y (1) 
lX. 3$ÿ'- Kỹ 


Lời giải 


Ñ 1 l 
| 17 X+z0Ũ 
N ý §XIY 17 
Viết lạt VI) £ » ` „ đật „ hè trở thành 
". . 3X 7Y 1 
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8 1 
Tacó D‡| |® 7) - 3.1= -59z0, 
3 -7 
J7 1 LIU 
D= =lI71⁄{-7)-(-I).I=-l1§,D,= =8(:7)-3.I= 59 
7T =3 -7 
—lI18 
X P = 
Hệ có một nghiệm duy nhất “ = hay 3 
Y=—==_- =l y1 
D s9 
Thí dụ 2 Ị 
(2a - l)x - y = Í | 
| 


Giải hệ phương trình 


x+(a+l)y =-I 


Lời giải 


`. 2a — I 
Ta có D= F 


àa 0 
l 
=(2a- l)(a + L) + I=a(2a + ),D=0<; | I 
1 | 
Ù 


L1 
=Ởa-l) l= 2ã 
Ï I| 


I mì 
Ta có D= =(a + l)-l=a, D= 
I a+l 


£ 


I : 
Trường hợp † : 21a 0<> Dz0 hệ có một nghiệm duy nhất 


D, I 
SP =k= 
D 2a1l 
D, 7 
'ˆ5 xi 
ậ EubŠ x.y=I . 
Trường lợp 2 : a = 0 hệ trở thành F <>»y=_ x I,hệ có vẻ số nghiêm 
Ly 
x tuỳ ý thuộc R 
y x-I 
h D-U 
Trường lợp 2 : a= 2" D, 1 c hệ đã cho vô nghiêm. 
2 
Thí dụ 3 (Ð275) 


6mx + (2 3 
Cho hệ phương trình : (š~18) 
(m-l)x my =2 
a) Giải biện luận theo tham số m. 
b) Tìm hệ thức liên hệ giữa các nghiệm của hệ đọc lập với tham số 
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Lưới giải 
-_  -  ụ #3 m 
1) luc |= 6m +(m 1)(2 


m) =(m + l)(2 5m) 
ml mì, 
là 2 mỊ : 
D= = ìm 2(2 m)= (m+4),D= = 3(3m + l) 
l2 m | m 3 
2 F 
[nường hợp Ì : Dz0<>(m+£l)(23 ŠSm)<> lm/ sẽ hệ có một nghiệm duy nhật 
N D, (m†‡ 4) : m†+4 
D (m!l)/2 5m) (m†lX5m -2) 
D, Ä3(3m Ll) 
y : 


D (m+l)2 5m) 
2 
Trường lớp 2: D=U <3 m=— Ì hoặc m= š thì D,z0 -› hệ đã cho vô nghiệm. 


m(6x-y)- 3-2y m(6x x =3 
bị Viết lại (1) <2 ` _ =: \ y\ y)=( 


2yJ(x—y) 
m(x 


y)=2+Xx m(x - y(6x—y)--(2 + x)(6x- y) 


›(3 3y)(x y)=(2+x)(6x -y)<>(3- 2y)J(x - y}(2 + (6x - y)=0. Đó là 
hệ thức liên hệ giữa các nghiệm của hệ độc lập với tham số m mà ta phải tìm. 


Bởi toón 2. Hé có nghiệm với giá trị của tham số 
Thí dụ I 


“Tìm a để với mọi b, luôn tốn tại c để hệ có nghiệm : 
bx y -ac 


¡ Với m= lịm= 2 
(b 6)xmby c1! l 


Lời giải 
Với m=l. có hệ 


b MỆ” b lÌ « b~- -3 
11 Rau t DI b| =bl+b 6; D=0<› 
(b 6)xlby cíTH |lb 6 b 2 
® Với mọi bị 3Zbz2(12/0) — Hẻ (Ú có nghiệm với mọi :. (I) 
3 aC 
sb= 3,letrởthành ŒD | X Ÿ 5, 
9x- 3y -c tk 
I ẵ 3 ae š 
=-3ac'+c+l, Dự= =33ac —c - l) 
3 9 c+1 
Hệ (1Ú) có nghiệm <» D,=D =0 <> 3ac c =0 (2) 
Bài toán dẫn tới tìm a để phương trình (2) có nghiệm đối với c. (3) 
+ Nếu a=U tà có(2)<»c<= L >à =0 là một giá trị phải tìm. (4) 


165 


3 


+ Nếu az0 điều nói ở (3) đạt được khi và chỉ khi A_ >0 <» _ <az0 (8) 
3 3/9286 l 
Từ (4), (5) điều nói ở (3) đạt được khi và chỉ khi suy ra a > 5 (G6) 


&b=?. hệ ở thành (np | °S~Ÿ 


4x+2y=c LÏ 


_|e - 2# c+: L De ° RE, 2(2ac`+c + l) 
j- Z E4 c+I 
Hệ (II) có nghiệm <> D,=D,=0 «3 2ac”+c+l=0 (7) 
Tương tư trường hợp trên suy ra a< : (8) 
Ề l 
Từ (1), (6), (8) ta có tập hợp các giá trị phải tìm của a là: - 7 <a< ỗ 


Cúc bạn tt giải với m = 2 


Thí dụ 2. 


` $ L3)x 4 4y = 5a t3b I 
Tìm a, b để hệ có nghiệm với mọi m : Làb6/28/2 M6. : kh 
x+my = ma -2b ‡ 2m Ì 
Lời giải 
5s. NỈ - „ =| 
m*ỏ ÍÍ vn ¿3m-4:D=0c |" 
l mị m=-~4 
® Với -4 #z m # I<> D z0. Hệ có nghiệm duy nhất với mọi giá trị của a và b. (1) 
4x1 4y =5a +3b 1Í 
x‡y=a-2b+l 


D- 


s®Với m = I, hệ trở thành ø| 


5a43b4-l 4 4: 5a #3b+l 
ĐA | TP) CÁ Ifb-3, DAI 2 P4 L2 g-1fbs3 
a=2b+l Ï Ì ~ðh+I 
Hệ (II) có nghiệm <»D,=D,=0Ú <+ä+ IIb= 3 (2) 


=x+4y=5a+ 3b- 4 


® Với m = -4, hệ trở thành (II) 
x—4y = -4a -2b- 9 


Tương tự trên, hệ (II) có nghiệm <3 a + b= l3 (3) 
s Từ (1), (2), (3) suy ra hệ có nghiệm Vm «+ a, b là nghiệm của hệ 
a+llb=3 a= l4 
a+tb=l3 b=-l 
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Bởi toán 3. Tìm giá trí nhỏ nhát của các biếu thức 
Q=lax v by + c| + la`x + by + € 1|; Q = (ax + by + elÊ+ (a'x + by + e1)? 


Thí dụ 1. Tìm giả trí nhỏ nhất của biểu thức Q= | 2x + y 3 tỈx +ay + lÌ 


Lời giải 


3y 3 ỏÓ J2 1Ị li 
Xem hệ (Ì) : : DĐ, ¡=®a—-E: D=Uk$a= 
` xiaytl- 0 |, 4a! 2 
I : 
sVới a⁄- <>D2Z0 hệ (L) có nghiêm do do mìn P=0. (l) 
« Với a= `, biểu thức Q trở thành Q= |2x+y- 3+ ` |2x+y+2| Đặt t=2x+y, tí R 


l 
Tà có QẽIt 3+ " + 3Í suy ra 


3U. | 
2 .Với t<-2 
+ 
- I 
t 
Q= 1 3 với 3<t<3 
3ị ý 
[.vớit >3 
Ẻ 
| 


Bảng biến thiên cho thấy : Q(U nghịch biến trên ( œ3), Q(Q) đồng biến trên 


5 
(3: +2) suy ra mìnQ =Q(3)= - (2) 


: 2 
® Từ (1) và (2) kết luận : min Q=0, nếu az ; ¡ min Q= 3 nếu .=2 $ 
Chú ý Ù Bứn có thể tìm mìn[(QO(t)] bảng cách về đỏ thị của hàm số y=QO(1). 
Chủ ý 2. Nếu hệ số của x hoặc y trong 2 hạng tử trong vế phải có giá trị tuyệt dối 
bảng nhau bạn có thể tìm mìn Q theo các cách đánh giá bằng bất đẳng thức 
la| + [bị > la + bị. Các bạn theo đõi thí dụ sau. 
Thí du 2. - 
Tìm giá trì nhỏ nhất của Q = |3x - ay + 2| + [3x + y+a| - 


Lời giải 
3x -ay 2s 8: -ã 


Xét hệ ø| =3(a + I). 


3vty a 
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* Với a z — l c> Dz0 hệ (L) có nghiệm duy nhất -> MinQ = Ö0 

*# Với a= -[ tacó Q=|3x+ey+f+l3x+y - l|>|(3x+y£2) (3xty 
Lai có Q(Ú; 0)=3. Vậy minQ = 3 

Tóm lại a z - Ì: minQ =0: a=— Í: minQ= 3 


Thí dụ 3. 
Tìm giá trị nhỏ nhất của các biểu thức Q = (x - 2y + Í)`+ (2x + ay + 5): 
—2y tl=0 2 
Xem hệ (l) tý s : =a+4: D=0‹<»a= 4 
2x hray+5=0 PB a 


s Với a ⁄ -4 c> Dz0 hế (l) có nghiệm —> Min Q=0 

e Với a= -4 Biểu thức Q trởthành QE(x-2y+l)`+2x -iy+5)ˆ 
Đặt L= x - 2y + 3,tcR: Ta có(Q=(t— 2) `+(E—- 240)`. 

Theo bất đẳng thức Bunhiacopski ta có 


"Q d+ 2-2 ta =20°Ì>|Lœ~-2+2d 30 =, sO> 
đội VỀ S4 “Ủ dn S0 HÌ lâu sợ 625 
 nIẾ E= 251N/VS 4 lI 

Dâu đẳng thức có khi t - 2= 2(1 - 2t) c2 t= ` x.2y+ : =(). 


Suy ra mín Q = 


® Tóm lại: a 4: minQ=0. a= -4: mìn QC 
Bởi toón 4. Hệ ba phương trình hai ẩn 
axtbuy=c, (l) 
a.x+b.y=c. (2) 
a,x+b.y=c, (3} 


DịỊ=š 


Với hệ 2 ấn 3 phương trình cán hiểu : Tìm m để hệ có nghiệm là tìm rà dể hệ hai 


phương trình (chẳng hạn (1). (2)) có nghiệm thoả mãn phương trình còn lại 
| Thí dụ I x-= 


mx+ty=I (l) 
| Timm đểhệ |x+my—1 (2) cónghiệm. 
| xiy-=Il  @) 
;r=t @© 1 
Xét hệ phương trình 8y vn = NT m 
xiy=l @ I 1 


®@ m= I, hệ có nghiệm (x=t: y = Í - 1).VICR. (thoả mãn phương trình ( Ì)) 


> m= Ï là một giá trị phải tìm. (Œ) 
® mz l, hệ có nghiệm (x = Ì +®m:y=-l) (S5) 


lóx 


Tả cớtS) là nghiem của hệ khi và chỉ khi mem) E=lcsm= 3 


® Tóm lai: hệ đã cho có nghiệm khi và chỉ khi ;m= Ì:m<= 3). 
Thí du 2 
ax | by c 
Giả sự {bxtcy a (1) có nghiệm. Chứng mình: a +b +c =3abc 3) 
cx tay h ị 


Lời giải 
QEXure Hước (3) về thu đứa LÍ tìm ngÌnem cúc hệ hài pũns ng trình, cho thoa nhân 
pắntre tinh cán lạt Ty vay chủng ta hày tiếp nhận một lời viát Kha đọc cháo xa) 


la ca a- a (hx Icy)=a bx ba cy 
Fù(fisuy ra {b bb-b(cx tay) bcx bay, 
€ÃÔ cc c(xEby) caxtc by 
Công về tho về ca +b +c =ab (ấy thự) +bc (bế tép) +Ca (cv + đt) 
c>a thc = 3abc (dpem) 
Thí du 3 
ay Lbx c (Ì) 
Giải hệ (Ú) {cx taz b (2),trong đó a.b,c là 3 cạnh của một tạm giác. 


bzưkcy a (3) 


Lời giải 


Ea, bạ. c là 3 canh của mọt tam giác nén (3) €> Z= — „ thay vào (2) có 
bP 
bx ay= : (2) 
Lv 

bx tay c (1l) 

_. bề a h 
Bến vày 1. () <» (H [bx ấy ¬ (2) 

€ 
.— Tế (3) 
b 
ba 1 
Xem hệ hai phương trình (T) và (2`) có D= b =_ 2ab <0. Do đó hề (H) 
4a 
có nghiệm duy nhật. (4) 


xin AcosB ! cœAsinB - sinC 
Mãi khác. trong mọi tam giác luôn có {sinAcosC ! cœAsinC - snB 
xinBcosC ‡ cœBsinC xmA 
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3R(sim AcosB 1 cos AsmB) — 2R smC acœB ¡ bcoxA -c 
<>(5)42R(sim AcosC LcosAsinC) - 2RsinB c+(6){ccosA + acoœxC- hb 
2Rtsin BcosC + cosBsinC)-- 2R sim A bcosC ‡ccœBR—v 
Kết quả (6) thu được nhờ trong (5) thay a = 2RsimA. b = 2RsinB. c = 2RxinC 
Các kết quả (5) và (6) cho thấy x=cœsA.. y=cosB. z=cosC là mớt nghiệm củi hệ 
(D. Theo (4) để cũng là nhiệm duy nhất của hệ ấy. 
Theo định lý hàm số cosin thì cặp nghiệm duy nhất của bé được viết 
b tc cai ah 4e ` bề bia cc 
.^ :y= = -_ 1= 
2bc s 2ac 2ab 
Lời bình 
® Tìm ra lời giải bài toán này không khá. bạn có thể có nó bảng các phưng 
pháp: thể, định thức Craue (cáp 3: 3). 
® Sự "phái cảnh” giữa hai hệ (HỊ và (HH) đâm ra kết quả là một lời giai xăng 
động, khai thác triết đc "bản xác” trong tam giác. 


BÀI TẬP 
xi2bÐy—a 
bx‡+(—b)—a` 
Bài 2. Tìm á để với mọi b, luôn tồn tại c để hệ có nghiệm : 
x.E2y=a 3 bxy sac SỔ NAM x 

bx+(l-b)=c +c xihy ac‡l xiby c !C 
Bài 3. Tìm giá trị nhỏ nhất của mỗi biểu thức sau : 

l) Q=lx + 3y + 5I + lax+ 2y ~ 7 2) Q=(ax 2y +3) +(x+2y - l} 


Bài E. Tìm a để hé có nghiệm với mọi b : | 


§2. HỆ PHƯƠNG TRÌNH BẬC HAI HAI ẨN 


I. Hệ gồm một phương trình bộc nhốt 
vỏ một phương trình bộc hơi 


ax” ‡ bxy key! †dxiey+f-0  Œ) 
Ax+ By LC<0 @) 


CÁCH GIẢI 


Giả sử B z Ö, từ (2) suy ra y = ¬* —G thế vào (1) ta thụ được phương tình 


,hai một ẩn đã biết cách giải. 
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L.uu \ 


1n quan den lịc này, các đám vem lại Bát toán 3 6Ÿ Time dụng cua bíct tuc Ý 
¡ $ Š 
chu + Đ 


Thị du 1 | 
Ñ 3y ty 1OyNlt3y 4 0 (l) 
Gint hệ phương trình | Ð Hhộ hấn | 
Ty | 
Lời 
Eaico(2)<> =2 1, thế vào (l) có 


X 3XON lÌ+(X IÌt2x+32x l) 4=Ó0 
LIÁ ?Tx+=Ú<3»x=l vàx =6, 
Eh vào (3): Vớix=lcdy=2] T1=l1.Vớix=6cóy=26 T=II. 
'ˆ 


Vy hệ có hai nghiệm (X = ý = Ũ nà 
y 


` - ximy m0 “) 
C1 nhương trình 


N 1ÿ X0 (2) 
0) lìm tấp hợp các giá trị của m để hệ có hai nghiệm phần biết. 
b) J2öi (X.: y,).(Xxs; vs) là các nghiệm của hệ, 

Chứng mình (x.- x)`#(yy- y,J)`< I 


Thí 1u 2 (Đại học Thương mái, 300)) | 
| 
Ị 


Lời giải 


4) Cách Ƒ: Tà có ()<>x=m(1—- y) 3) 
thị vào(2)cóm (Ly) +y `” m( y)=0 
:;0m + ly ` m(2m l)y+m m=0 (4) 


Với môi y, phương trình (1) cho duy nhất một giá trị của x. bởi thể nên hệ có 
nghiên phân biết « > phương trình (4) có hai nghiệm phân biệt. Điều ấy có khi và 
chỉ kíA>0<>m(2m- l)`- 4(m`+ l)(m` -m)>0<>m(4 - 3m) >0 


>»U-m< 


ximy m_UŨ 


Cóch 2: Viết lai (2) <> I g_ I¿ TT 
x 2 ty = 2 4) 
R ‹ 1 
Gằœ (3) là đường thắng có phương trình (1), (#) là đường tròn có tâm Ï 5 2)| š 


bán knh R= ÿ được biểu thị bởi phương trình (4). Hệ có hai nghiêm phân biết < › 


Đường thẳng (A) cắt đường tròn ( Ý) tại hai điểm phân biệt 


I7I 


«» d(1,(A))<R <3 < ' ‹> l?m n<v1 tớ c3 <m< : 


ú ‡ m` 2 
b) Cáck 7: Với mọi điểm M(x,: y,), Nịx: y.) thuộc ( É) luôn có MN < 2R 
<>MN`< 4R`=42 hay (x— x,) + (yy— y,)`< I (đpem) 


Cách 2: Từ (3) => x;— x,= -m(y› - Y,) 


~>(X:- Xi) `+(y› yJ'=( +m(y;- yụ)Ì (%) 
® y,„ là nghiệm của (4) -> |y, "- «› (ysyj)= Sà ._n se 
lai a (m !!) 
š & - 3m` 2m - l)` 
Thay vào (5) tà có (X;-X,j) †{y› yị)= đHỊ- HÀ =Ï sÁ mg D <1 (dpem). 
m +l m +l 
§3. HỆ ĐỐI XỨNG HAI ẨN 


f(x,y) -U (l) 
h(x.y)= 0 (2) 
Có những hệ phương trình không thay đổi khi tráo đổi vai trò x và y cho nhau. 
Người ta nói rằng đó là hệ phương trình đối xứng. 
Bởi lẽ đó nên, 
+ Nếu cặp (x,„; yạ) là nghiệm thì cặp (y,; x„) cũng là nghiệm của hẽ. 
+ Điều kiện cần để hệ có nghiệm duy nhất là xạ= yạ 


Các bạn làm quen với ba kiểu đới vững san đây. 


I. Hệ đối xứng kiểu 1 


Mỗi phương trình của hệ không đổi, khi tráo đổi vai trò x và y cho 
nhau được gọi là hệ đối xứng kiểu l. 
f(x.y)~0— [f(y.x)- 0 
c» 
h(x,y) -0 h(y.x)- 0 


Phương pháp thường dừng để giải hệ này là đặt ẩn phụ U =x + y. V = xy, 
hé sẽ trở nên đơn gián hơn. 


Thí dụ I 
CN số : 
Giải kệ phương bình di | ® 1 =8 W 
(x+yX8+xy)= 2 (2) 
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Lời giải 
Nhân phương trình (2) với 3 rói cộng về theo về vào phương trình (T) có 
N ty +Ầ( £ý)(Ñ§ + xy) 91406 cšx'£y £ 3Xy(x+y) + 24(xey)— 2Š 
và (XIV) +2(xev) 25<0U 


Đất x + Yy = L phương trình tờ thành t + 246 25 =U <š(Œ Địt ttt2S)—U 
l Q9( 
út nu: R |=Uczt 1=02zt=l sx+y=l 
2 4 
sã | 
xity Ì xiy Í la 3$y- ?J 
3o vậy (Ì)c> ‹2 ý ‹?| 
(xty(§Lxy) 3 xy 6 l(x ty 3) 
_ Thí dụ 2 
š : K` 1$ 3l m) 

c— mm de he phương trình sau có đúng 2 nghiệm “hy | 
| (x!ty) 4d | 
Lời giải 

! 
xy l m 
øj #9 bên 
xiy) 2xy 2I- m) xiy *^ (l) 
Viết lan (Í) < > Ị ỳ 1 y ‹«? | 
(x!y) 4 xyx [mm 
(RÍị ˆ : 
x‡y 3 (3) 


“han xét : 

+ Neụ (12; yo} đà nghiệm của hệ thì (y,; x.).(C xzc y¿Cy.: XJ) cũng là 
nghiệm của hệ ây 

+ Từ các phương trình (1), (2) suy ra hài hệ (A) và (B) không thể có cùng có cả 
3 nghiệm chúng. 


+ sS ¡ P\u,=4 41 m)= 4m -> Tài hệ cùng có nghiêm khi m > 0, cùng 


vớ nghiệm khi m < 0 
Hởi thể nén hé có đúng 2 nghiệm khí và chỉ khi cá hài hệ (A) và (B) deu có 


nghiêm x<= y2 SÑ 4P.,=0 <> m=0 


- Thí dụ 3 | 
2 XÍWlIXxy m:Í h 

Cho hệ phương trình : ế () 
Í X XY Í Là m | 
8) GiH hệ phương trình khi mì = 2. | 


| —hb) Tìimm để hệ có nghiêm x >Ú, y >Ú. | 
Lời giải 


XIY£PXYV m!Í 


Viết lun (l) £ > (TH) Đạt (LÍ =x+v,V = xý, 


(XLWDNY m 
J¡V Iìim 


Điều Kiến U >4V- (3). He (1) trở thành (HH) 
UV m 
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a) Khi m = 2, hệ (HH) trở thành 
U+tV 3 : (U -1:V -2) (loại do (2)) 
UV=2 (U=2;V =f) 


=3 


Với (U =2; V= l) có "@K=y#l: 


xy 
Đó là nghiệm duy nhất của hệ khi m = 2. 

U=I XxXIYy 

xy m 


(A) 


V-= 
b) Ta có (HH) <> c> 
U--m xiIy m 
(B) 
V-.-I xy-Ì 


ø Hệ (I) có nghiệm x > Ú, y >0 <> Hệ (A) hoặc hệ (B) có nghiệm x>U, y>U 


4 3826 >0 
+ Hệ (A) có nghiệm x >0, ý > 0 khi và chỉ khi | Ở ¿-; pem< @) 
I>4m 4 
h doi: s5 TC m`>4 
+ Hệ (b) có nghiệm x >0, y > 0 khi và chỉ khi 0 <»m>2 (4) 
m>» 
® Từ(3). (4) suy ra tập hợp các giá trị của m thoả mãn hé (Í) có nghiệm 
1 
0<m<— 
x>0,y>0là| ế">ềz 
m>2 
Thídụ.  s~ 
SuiNG ` xiya (l) 
Giải hệ phương trình (D |, : Ÿ 
X lý “=a LIẾ) 
Lời giải 
Cách l: 
Trường hợp fƒ :x=0 —>y =a. Hệ luôn có nghiệm (0; a), Vác R. (3) 


Trường hợp 2: x z(. Đặt y = xU (4),tcR. Hệ trở thành 


xiExL ca x( tủa x'(tt)° =aŸ 
x4 1 D ;<* Tê, 
b) 


XE) sa 


xÌIxI x'\(tU) ca : 


“Trừ về theo vẻ từng phương trình có xÌ[(I +0) ° (I+U) =0 
<> (T+Ð) (I+#f)=0 (doxz0)0<>( +0) =0 
c>ltedtr+6t+4U+ PP I=0<>»L(2U+ 3t+2)=U0 

L0 
Kờiih x 

|? !03112- 0 (VM) 
Thấy t= Ú vào (8) có y =0 

a Z0: hệ có nghiệm (a; () 


Thay y =Ø vào (Ï) có xa > ®) 
ca 0: hệ vônghiem (dox < Ú) 


I4 


Từ (3), (Š) suy ra với vàc R he luôn có 2 nghiệm (Ú; ä). ta; Ú) 
' 
X ' 


Cách 3 Đại 1c R (6) 


¬ aÏ 
Phương trình (2) trở thành h _ )| { 3] =¡ 


; Nà... ‹ h : ' F 
<>(Ứ+274+ attet ai+ )#(f- Zat'+ — at aL‡£ )=u 
5 R¿ 16 3 2 16 
v. HE, ¬> ạ 
<3 2+ 3at = c2 £e= €3 t=t 
4 b2) 


Ề LG, k ` 
Thay vào (6) : với t = „ có(x=y=a): với L= có (x = ad; y =) 


Vậy với VắcR hệ phương trình có 2 nghiệm là (x = Ú; y = a).(x = da: y =0) 


(_ Thí đụ 5 
TÔ {ga : "ey?~Í q) 
Giải hệ phương trình 
in x"rky"=x"* ky® @) 
Viết lại (l)< > I=x”‡y” (1) 


Nhân vẻ theo về với phương trình (2) có 
x"}tv®=(xÊ°ty Xx ty) c> k ty ®=x ty “txY(x ty) 


Ix 0 x0 
‹3> XY(x tey)=U <> ly Ủ) c> |y =0... Thay vào (l): 
x ty -0 |y Xx 


Vữi x=U z y=l <> y=l 

Với y=Ú > x=l c> x=l 

Vớiy= xc»y”= xÌc>x ty =0 không thoả mãn phương trình (E) (loại) 
Vậy hệ phương trình có hài nghiểm là (0Ú: L) và (LÍ: 0) 


II. Hệ đối xứng kiểu 2 


Khi tráo đổi vai trò x và : cho nhau, phương trình (PT) này của hệ biến 
thành phương trình kia và ngược lại, Dố vậy mà hệ không đối. 
Một hệ như thể được gọi là hệ đối xứng kiểu 2. 
ftxv) 0 () h(y,x) ÔÖ 
‹» 
h(x.v) ØÐ () fty.x) 0Ú 


Trừ về theo về các PT của hệ sẽ có PT hệ quả (x y)g(x)=0 (3) 


Việc giải hệ phương trình đã cho đưa vẻ giải hệ góm phương trình (3) với mộ 


trong hài phương trình (Í) hoặc (2) 


¿ óc ——.—- 
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| 


Thí du 
Sà : 3x y 4y15 (0 
Giải hệ phương trình (l) : HỆ nh 
3y x 4dx+5 @®) 
Lời giải 
'Trừ vẻ theo về các phương trình (Í) và (2)có2(x y)=y  x dy xi 
- y-X @®› 
‹>x VY 2x y)=Uc‹<»(x yMWx+y 2)=U c> 
xiy 7 0 (Œ 
x “. 
3y x  4x‡Š 
b : 
ID vậy (<3 {(v  x xă. 
ị § |jx 2?x+1—0 
+ 
lÌ› 3= 
(x lMx 5) 0 
y-Xx |x=y 1 
‹» <>j 
(œx l) 0 jR ®% 5 
ý ?éw%® 
Vậy phương trình có hai nghiệm là (x = v= Í).(x=y =Š) 
Thí dụ 2. (Đại học Hàng hải. 1997) 
: ` [xy tLx “m(y l) 
Cho hệ phương trình ` š () 
|xy h/ n(x  Ì) 
a) Giải hệ khim= l. 
b) Tìm m để hệ phương trình có nghiệm dúy nhật , 
Lời piải 
Trừ theo từng về của hệ tú cóx: ý =m(y X)€>(X V(X+v+na 
rP TẾ. cơ c1 
De vậy (l) < » gi CN do Œ®\' 
(x vWxtytm) 0 
s xi4” 1 ÿ 
Ví l . 
ai Khim= 1.tacó(e >3 Ỳ ‹›ylÏy - x 
(xX yMxty Ï 
Y-! 4 
l[2x” 1 x lay ¡a f6 lÍã I hoc x 
| Ị ˆ 
ly x ÿ ®% | k 
‹){ › <>|jY 
H * H { 
là MT Ợ vị đJ0A Ơ |Íx quỳ š thuy R 
lÿ -% lặ 1 * lỆ Lx 
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3 1 
Vậy hệ có tập nghiệm là : Ñ Y 


|(x tuỳ ý thuốc R:y - l— x) 
bị Ø/2/ew kiên cán. Thấy rang pều hệ có nghiệm (xu: y„) thì hệ cũng có nghiệm 
(y„: x.J. Bơi vậy điệu kiến cần để hệ có nghiệm duy nhất là x,= y,. Khi đó hè trợ 
thành 2x) =m(x. I)<>2x¿- mx+m=0 (3) 
Từ (3) suy ra hệ có nghiêm duy nhất thì phương trình (3) có nghiệm duy nhất, 
Điều ấy có khi và chỉ khi ^`=0<>m(m &)=Uc>m = 0 hoặc m = & 
® 0e kiên dụ 


xy:Ax Ú 
+) Với m = () hệ trở thành ý x <> x(x#y}E0 hệ có võ số nghiêm 
Ìxy ty Ũ 
/(x 0y tuỳ ý thuộc R) ke 552Whvi ae: ấi 
| sẻ : > m=0 không phải là giá trị phải tìm. (4) 
((x tuy ý thuốc R:y x) 


tớ xy4x”- Ñty- DU () 
GÌ xếu xy+x =8(y l 
+) Với m = Ñ hé trở thành k 2 Ử ‹» 


#0 y.X (6ì 
(x Mxt + 
y Ỷ } y & x (7) 
Thế (6) vào (5)có2(x ` 4x 4)=0<c»(x 2) =0c»x=2 

> hẻ có nghiệm x = y = 2. (8) 
Thẻ (7) vào (5)có x(Ñ+x)+x =Ñ( 8 x l) ‹>0=72 (mâu thuần) (9) 
Từ (8). (9) suy ra khi m = §, hé có nghiệm duy nhất x = y = 2. (10) 
Từ (4). (10) kết luận hệ có nghiệm duy nhất khí và chỉ khi m = 8. 


Thi du 3 Ï 


z< : 5 § ° =ử 4x) lax 
| Em ä de hệ phương trình sau có nghiệm duy nhất ng Diba¬ 


L28 giải 
® Điều kiện cán. Thấy ràng nếu hệ có nghiệm (x„: y,) thì hệ cũng có nghiêm 
ty. x2) Bởi vậy điều kiện cán để hệ có nghiệm duy nhất là x„=y,. Khi đó hệ trở 
x,= 0 
x)-5x,t+a- 0ˆ 
Thấy răng với Vai, hệ luôn có nghiệm x=y=0. Bởi vày hệ có nghiệm duy nhất thì 


điều Kiến cần là phương trình x” 5x++=U +3) hoặc có nghiệm kép bằng Ö. hoặc võ 
nghcm 


Đcy:b= ŠzU, phương trình (1) không thể có nghiệm kép bằng 0 (2) 


thành x, =K\h —‡x b +aX, <3 KÉX, Sx,+a)=U c› 


25 
Phương trình (Í) vô nghiệm < 3> A<Ú c2 25 - 4a <0 c>a> —— 
® #)lên kiến dục Trừ về theo vẻ các phương trình của hệ ta có: 


J77 


y`-x=x` y` 4x`-y)+ta(x -y) c>(xÓ y) 3x) y)ta(œx y)=0 


<> (x y)\(X +xy+y` 3x 3y+a)=0 IR) 
HC X6: ca x. 3 › 35 
Đểýx +y +xy 3x Wy*a= 2x +y 3+0 1)+(a 2U Me Q 


°—# : ` Sxta) Ø 
Nên (3) ‹> x=y. Suy ra (Ù c> b £ =1 bài — XÉ -8#tiai: 4 
y yx 


25 
4 


X 


Ì 
Lộ ta 
‹<? 2 


«<> x=y=U 


Š=y 
25 `. 5 ao 2 F 4 % sề 
Vậy a > 3 là điều kiện cần và đủ để hệ có nghiệm duy nhất và nghiêm duy 
nhất ấy là x = y =0. 


§4. HỆ PHƯƠNG TRÌNH ĐỐI XỮNG KÉP 


Một hệ 27 vang không thay đối khi thế x bởi œ~x. y bởi Œ y được gọi là hé đái? 
wng kép. (ứ là hãng số) 


Bồi toán. 
Tìm m để hệ phương trình sau có nghiệm duy nhất 


Và tLx th ý m ạ»ob»o 
va Ly 1 bồ x-m 


CÁCH GIẢI 


(1) 


1È Điều kiện cần ' 
Thấy rằng (x,; y„) là nghiệm của hệ thì các cặp số sau đây cũng là ngh#ẻm 
của hệ (y„: xạ); (b a xạ: b a yụ): (ba yạ; ba x.). Bởi thể, nếu (x.; v2 là 
a 
ch 


nghiệm duy nhất của hệ thì y„= x,= ba Xà > Yu= K,= 


Thay vào hệ thủ được m = W^a kh) IS. 
3 Điều kiện chỉ 


da tx+jJb-y — V2 + bọ 
va ty tưb-x- (2a ¡ bị 


Công về theo vẻ có (va txtvb *) t (lứa ky t vb v} ^V%a th) 


Với m= \2(a ( b) hệ trở thành (1) 


Theo Bunhiacopski (da tx Lb x)< \2a thì ; 


(da ty th yÌ<J2atb 


7Ä 


› Lúa Lx s¬ x} Ũ [há: y x v}< 2J2\a th) 
và tx h x ba 


L)au đăng thức có khi 42K 
daty dh y Ẻ 
h : : ba 
Bởi thẻ hệ phương trình (Ï) <>x- y 5 (2) 


Eưr (1) và (2) suy ra điều kiện cần và đủ để hệ đã cho có nghiệm duy nhất là 
tì = v3u ti b) 


Thí du 1 
Tìm m để hệ phương trình sau có nghiệm duy nhất 


| Ni m '†jJ7-y-m 
| =—= Ề 
VItytJ?7 xm 
Lời giải 
®@ Điển kiến cán 
Thấy răng (x¿¡ vụ) là nghiệm của hẻ thì các cặp số sau đây cũng là nghiêm 
của hệ (y„:x,);(6 Xu;6- yu);(6 y6 - Xẹ). 
Bởi thể, (x„; y„) là nghiệm duy nhất của hệ thì phải có y„= xu= 6 - X¿ 
> Yyu= X„= 3. Thay vào hệ thu được m = 4 


Mirx+-y=4 
VitytJ? x=4 
Cộng về theo vế có : (VI +x +M7-x)+(Jtty+7—y)=8 @) 
Theo Bunhiacopski | (VI + x + V7~x)< VI + BE +7=4 

max nã 
Công vẽ theo vẻcó  (VItx t7 x)+(ÍLty t?- y)<8 
Mitix-J?-x 
Vity—j?-y 


Từ (1), (2) suy ra hệ có nghiệm duy nhất khi và chỉ khi m = 4. 


@ Điều kiện chỉ Với m=4, hệ trở thành : 


Dấu đẳng thức có khí cđ xey=3 (2) 


[Thí dụ 2 " 
{7ix+tjD1-y-4=a- Bá ho 310 - 3a 
{?tytV1 x-4=a- J4 3h0—3a 


Tìm a để hệ có nghiệm duy nhất 
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Lời giải 
® Điền kiện cán. 
Thấy rằng (xu; yụ) là nghiệm của hệ thì các cặp số sau đây cũng là nghiệm 
của hệ : (yạ; Xạ); (4—-xạ: 4-y,): (4—-yạ; 4-Xu). 
Bởi thể (x„: y„) là nghiệm duy nhất của hệ thì y„= x„,= 4 — x¿- > y,= Xu= 3. 


'Thay vào hệ thu được: a-2=J4- 3/10 —3a .Điểu kiện 2<a< TÔ, 


Đặt VIÚ - 3a =t-2,t>2 (3) 
2= J3 - 34— 2) 2Í 2) = 10 - 3t @) 


"1" ‹ * a 
Ia có hệ 


t~2=VI0-3a (t—2) -10- 3a 
La 
“Trừ vẻ theo về có : (a - t)(a +t =4) = 3(a -<>(a Đ(a+t  7)<=0<> 
1 a 
Thể vào (3) : 
: : š : la=3 (8) 
+ Vớit=a, có (3)<>(a-2) =lÚ-3a <3 ð ` -a 6=0 <> 
a 2 (loại do (2)) 


+ Với tL= 7-a, có (3) <3 (a-2)*=l0 - 3(7 - a) <3 a`— 7a + 15 =0, vô nghiệm do 
A=-II<0 
Vậy a = 3 là điều kiện cần của bài toán. 


v?txIvll-y=6 
, s 
@?+y+4VII-x -6 


Cộng vẽ theo vế có ý?+x+VI1—x)+(?+y cýn Y) 2 


® Điển kiện đủ. Với a = 3, hệ trở thành : 


Theo Bunhiacopski | (V71 x + VH=x}<VI+ 1714116 
7+y tjJ1=yÌ< vVI+IJ7+11=6 
Công vẽ theo vế có (V7+ x + VH x)+(V71y V1 y)<12 
 {?ix-VHI x 
/?ty=v11-y 


Từ (4), (5) kết luận hệ có nghiệm duy nhất khi và chỉ khi a = 3. 


Dấu đẳng thức có khi | cokg=yE2 « (5) 


BÀI TẬP 
Tìm a để hệ có nghiệm duy nhất 


v vstxI j3 y=a V1 6x LJ37- 6y a 
V5ty13-x<a vlt6ytV37 6x a 
3) vVAix+ vh y+r3—-2/2 ei: /ŠÖ1¬ vã 
V3try 1VI—x +3~2/2 =a+ 3+ va 


IR0 


Bài toán 


§5. HỆ BẤT PHƯƠNG TRÌNH HAI ẨN 
VẾ TRÁI ĐĂNG CẤP BẬC HAI 


Co le van ÐÌhu thuốc tha vỏ 


f(x.V) -a,X) cbxy kcjy ` >ú, tk,(m) 
[.(x.y) -a.x  tbxy tcuy Sa, tk,(m) vs 
Tìm me hệ có ngÌêm 
CÁCH GIẢI 
(Làm xuất hiện phương trình hề quả [f(x,y)|J°< k,(m)) 
Từ() » Œ/(X.V) ứ /(x,y) < ứ,k.(m) - đk,(m). (3) 
f,(x.y) >a, Ek,(m) 


Nếu (2)< >z[f(x.y)[ < k.úm) thì tà có (l)<> (3) 


(6y) [ <k,(m) 
# Điền kiện cán : 
k,(m)< 0 


có tập nghiệm D khác rồng thì me D là điều kiên cần 
k.(m) >0 


Nêu hé 
cua bài và bài toán có the giải tiếp tục như sau : 
°= Điệu kiện đủ : 

e Với mọi m‹ D, tà có 


đœ, 70, Pk,(m) ` ' h k f.(x.y)— Q0, 
xuy nêu (X„; yụ) là nghiệm của hệ (4) 
k,(m) >0 f(xdy)=0 
thì (x¿¡ y¿) àt nghiệm hẻ (3) với mọi me D. 
e Giải hè (-Ð) dể chứng to nó có nghiệm. 
Thí du I 
Šx` + đxy L2y ` >3 d 
Tìm a để hệ có nghiệm (Ï) E x.„ã,-† 
Tx` -4xy + 2y” < (2) 
2a+5 
Lời giải 
Viết lí (Ø1 «sTxỂ - đxy + 2y 2⁄4 [—_— —- @) 
2a+5 


: 3 3 I8 
Nhân bất phương trình (3) với 3 có (3)<> -21x`+ l2xy - 6y `>-3+ = = (4) 
^a t2 


Cộng về theo vẻ các bất phương trình (1) và (4) có 


| 


§ 18 › 
42x y)> €3 '~ v):'S——— 
2d 1% 3 2(2a+ S5) 


l8I 


5x` +4xy +2y` >3 tí 
» =9 
Gx-y'“S—=—= G) 
7 Ê22a+5) 


Bởi vậy : (I) c> (I) 


` + ¬ ¬ 3 
® Diều kiện cẩn. Từ bất phương trình (5) suy ra 2a + Š < Ú <>a < (6) 


: bì 
® Điều kiện đủ. Ký hiệu 3®={-ø; _ ) 


l 2 
tướng sx` tay +2y` SC: Pả =3 Ẳ JC v _ 
(2x—-y)` =0 y=2x '=: mềS: 
j s 
3>3 
Với mọi ac 3 ta có —9..... Bởi vậy (7) nghiệm hệ phương trình (III) ät 
22a +5) 
nó nghiệm bất phương trình (HH) với Vac®> (8) 


* is 5 

Từ (6) và (8) suy ra hệ bất phương trình đã cho có nghiệm khi và chỉ khi a < Z 

Chú ý. /Ở!¿ đẳng cáp bậc hai chắn đối với (v, y) bởi thể nếu hệ có nghiệm 
(¿ yạ) thì hệ cũng có nghiệm (—vạ: —Ya). 


Thí dụ 2 
3 ;. l-a 
?+2xy—7y?>_—~8 Ï 
Thu để bà so cóngiiệm GIỈT TT đi mê 
3x` + 10xy -5y” <~2 


Viết lại (1) ©> x2xy-T>-IkT TT &>-2xˆ- 4xy + I4y`< 2 = (1) 
a + 


, 4 
~2x” —4xy + l4y?<2——— 
Do vậy () © (DỊ ^” CV TIV >^— TT a... Cộng vế theo về các bất 


3x? + I0xy — 5y” <—2 
phương trình của hệ (II) có x`+ 6xy + 9y`< Thun - G) 
a 1a 
(x+3 la ~ 
Do vậy (1) e3 (II) e3 (HD) BS 
3x” + I0xy - 5y” < -2 


® Điều kiện cẩn. 


Từ (3) suy ra điều kiện cần để hệ có nghiệm là “qa >0<>a< I 
a 
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® Điều kiến cHí 


3y) U X 3 
Xem hé cháo bà : ‹» : _ 3 
3x ‡l0xy Šy 2 3x 4110xy 5y 3 
Sã 
m=- 3 - -~# .. 1 
«5 ¡ 4â ¡ ® : (4ì 
y y=l IÍ Ù 
4 2 X=siy 
4 2 
: 4 
+ Với mọi a<- Ï tạ có L+a nên kết quả (4) cũng là nghiệm của hé (II) 
2< 2 
&Vậy a< E là tập hợp các giá trị phải tìm của a. 
BÀI TẬP 
Tim a để các hệ bất phương trình sau có nghiệm 
§ „3a +Í 3x” - 8xy — 8y” >2 
$x" +7xy+2y1> 91) 2K —8Ay=ẩy 
LÍ) a+2 201. „ ... I 
3x ` †xy ty <I : Xã h ỦỢ `2a 11 


§ó. HỆ LẶP BA ẨN 


x=f(y) 
@) |y=fŒ) 


z=f(x) 


CÁCH GIẢI 
se Cơ sở lời giải là mệnh đề sau đây: 
: Mệnh đẻ 
Cho hàm số f(L) có tập xác định D, và tập có giá trị Ac-D, 
Nếu hàm số f(1) đồng biến trên tập xác định D, ,thì - ` 
f(f(f(t)))=t <> f()=t 
Thả vậy: theo giả thiết Ac D, =3 /(U) và t đều thuộc D, 
Giả sử f()>t c>f[f()] xf@)> t c>f(f(())) > f9) >t hay t>t(v lý) 
Với f(L)<t . thay dấu ">" bởi dấu "<” trong đòng trên ta có t<t (vô lý) 
s® Trở lại hệ (1). Nếu f(t) là hàm số thoả mãn mệnh đề thì 
x=f(y) Lo bo 
(@Ð ‹> ly —fŒ) se" GHBT 
f(z)=z 
z= f(fŒ(z)) 
se Như vây việc giải hệ (I) quy vẻ giải phương trình f(t) = t. 


I83 


Thí du I == 
y`-6x ` +l2x—-8=0 () 


Giải hệ phương trình (I){z` -6y” ‡12y—8=0 @) | 
x`-6z` +l2z—8—=0- dì | 
Xét phương trình t` — 6t + I2t - 8=0 c> =6 —12t + 8 ct= VU - l2 (W 
Xét hàm số f(t) =Ÿ 6t` — 12t +8. Gọi hít) = 6 — 12t + 8. Rõ ràng 
* h(t) có tập giá trị là [2; ø) => f9) có tập giá trị A={ Ý2 : z) 
* h(t) đồng biến trên [l; ©) ©. f(t) đồng biến trên [ Í; œ) 
> f(U) đồng biển trên A=[-2 ; œ) (do AC{H: ©)) 
Nền theo mệnh đề ta có f(f(f(t)))E1† c2 ft) =t 
y=f&%) y =fx) y=f(x) (1) 
Viết lại (Ï) c> {z =f(y) c2 {z= ty) e (IĐ{z- f(y) 3) 
x=fŒ) x=ÑfŒ(x)) x-Í(x) (3) 
Từ (I`).(3')->y=x ỉ t4) 
Từ (2`),(3`) >z=y * (5) 
Từ (4), (5), (3") suy ra Ũ 
ae ty TPRABEOC A5 ng c©Sx=y=z=2 
'— |f(x)=x f`(x)=x (x-2) =0 


Chú ý 1. Khi trình bày lời giải, học sinh nén trình bảy trực tiếp theo “phương pháp 
ẩm chưmg" mệnh để (vem thí dụ 2). 
2. Ngoài cách trẻn, thí đụ (Ï) còn có cách giải đoán nghiêm rồi chưng nư nh 
duy nhất nÌưữ sau: 
e Ta có (3) c>x`=62— 12z+ =6 — l +2 ¬> x> V2>0 
Tương tự cũng có y >0,Zz>0 


y`—8=6x(x-2) là) 
Viết lại (1) <> {z` - 8=6y(y - 2) 2) 
x`- #8=6zZ(z -2) (3) 


® Rõ ràng x = y = z = 2 là một nghiệm của hệ. Ta sẽ chứng mình hệ chỉ có một 
nghiệm đó mà thôi. 

Thật vậy 

e Cộng vế theo vẽ các phương trình của hệ sẽ có (x -2)'+(y-2)`+(z 2)`=0 (4) 

© Giả sử hệ có nghiệm (x; y; Z) # (2; 2; 2) thế thì có ít nhất một trong 3 số x. y, Z 
khác 2. 

* Chẳng hạn x z 2. 

Tạ có (x-2) 30 suy ra (x - 2) + (y - 2) + Z - 2)`>0, mâu thuần với (4). 

* Vai trò bình đẳng nên y, z cũng không thể khác 2. 

® Vậy (2: 2; 2) là cặp nghiệm duy nhất của hệ đã cho. (đpcm) 


I&4 


Thị du 2 


xì 3x bEÔ6xK 6 y 
Giai Nẻ phươngtình JyO 3y tốy 6 z (1l) 
z*Ẻ 3z t&ữz 6 x 
L8 giải 
Xét Fàm xô f() =1 3Ctốt 6=( Dị v3t ŠS 


Tập các định R. 
Với tội tị R.tecR :L<1.1acó 
f9 fdJ=l@. lì tt 5 [q, tì tần SỊ 
"=(t. - tUỆA li +, li tứ TC TỊ£3| 


| — 44 I 
=( ¬" th j “CƯ sử 
| 2 1 
Đot,<t. >f(t} f(t,)>0 hay f(t,}<f(t-) —> f(D) là hàm đồng biến trên R 
Theomenh đề f(f(f()))=t< > Í(t=t. Vú R. 


Íx) y Í(x) y ftx) -y 
Viết ac (1)c3 JÍ@y) z⁄ <c> {Ẩty) z <z|fÍw) zc? b NG 2 
F lxj. x 
f2) x f(f(ft(x)) x fx) x 


+ Giai phương trình Í(x)=x c>Í(x) x<=0. 
Gọi lx) =Í(x) x.túclàh(x)=x” 3x £5x 6=(x HD t2x Š 
Với nọi 1c R.t.cR: t<ts tà có 


[ ề v1 
hít.) h(t,) =(tL tD|:, Tè khu + xo) ‡ 2| 
2 4 | 


'Tương tự trên suy ra h(x) dóng biến trên R 
L2 có h(2) = Ú suy ra x = 2 là nghiệm duy nhất củaphương trình h(x) = Ö trên R 


hay /x)=K có duy nhất 1 nghiệm trên R là x = 2 


3o víy (2) c>x=v=Z=2, 
Tớm ai hc 11 cho có một nghiệm duy nhất là x = y =zZ = 2. 


BÀI TẬP 
Giải các hé phương trình sau 
2y`:2x 13413 0 x-y-Í xÃ 9v ‡27y 27 0 
2z7`-2y 13y13. 0 2)jy z1 3) ly 97127 27 0 
2x`/2z)13z13- 0 # =K=Ï z` 9x 127x270 
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§7. HỆ GIẢI BẰNG ĐÁNH GIÁ 


Thí dụ Ú. (02200: giỏ bảng tạp vác định) 


Mỹ+-Jÿ£1=I 
Lhh sa An 


Giải hệ phương trình 


Lời giải 
Mx+jy+1>I1 
jy+tvx+I>I 


Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi x = y = 0. 
Do vậy hệ có nghiệm duy nhất x = y = 0. 


xế x>0 
Điều kiên Suy ra 
y>0 


Thí dụ 2. (Đánh: giá bằng bất đẳng thức) — 
x'y`~2x1+y`=0 


Giải hệ phương trình (1) Š 
2ö g l ~14x +3y` +I0=0 


Lời giải 
(x`+ ly `=2x (@) 


Viết lại (1) <> k 3 
7 -l)` +31+y`))=0 (2) 


5 
Từ ()= -EOET <I =>lyl<I=>l+y'>0 
*x.+% 


II 


Lại có (x~ I>0.Vx nên (2= | =9 Q. [ @) 
l+y =0 y 


Kết quả (3) thoả mãn (L) =3 (3) là nghiệm duy nhất của F. ,›hương !rìmh (1). 


"Thí dụ 3. (Đánh giẾ bằng tỉnh chấm le) 
Tìm ä để hệ phương trình sau có nghiệm duy nhất 


3x—avy°+I=l 


() I 


x+y+——=—==i` 
y1 Wy +I 
(Học xinh giỏi lớp 10 tỉnh Hà Tĩnh, năm học 2000 - 2001) 


Lời giải 


: 3x -ajy” 1 =I 
—== vy` +lI--y nên hệ (I) <>(H) —— : 
x+ W' +l=a 
Điều kiên cắn 


Thấy rằng nếu có nghiệm (xạ, yạ) thì hệ cũng có nghiệm (Xạ, -Yạ). 
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Bơi vậy điểu kiến cần để hệ có nghiệm duy nhất là y. = Ú 
- 3x -á 8 
[hay y = 0 vào (HH) có . ma ca =0c> 4 
C x‡+l a a 


L)¿cw kiên du 


s®a= 1,he(H) trở thành | B 3*x=y=0 


1 
_ 3x Vy Lo ` tú 
s®a= _ ,hệ (HH) trở thành š ` ‹» 0) 
3 Tố ny 
xXtdy +l= 0Ú 
: và 9 M 


¬ 7 
hệ có nghiệm duy nhật (x = h :y=0) 


Vậy tập hợi: các giá trị của a tương thích với yeu cầu bài toán là 


Thí dụ 4. (Đánh gií bằng tính chân Íe) 
Tìm a để hệ phương trình sau có nghiệm duy nhất 


\x`+3+tlyE=a 


Vy! +51IxEvx t5t3-~-a 


Lời giải 
® Điển kiên cán 
Thấy răng, nêu hệ có nghiệm (x,; y.,) thì nó cũng có nghiệm (_x„; -Y¿), (X¿: Y,), 
(x¿: —y,). Bởi thể, nghiệm duy nhất của hệ chỉ có thể là x„= y„= 0. Thay vào hệ có 
v3. 


® Điền kiên đụ 


\x` !311y!- V3 q@) 


Với a = V3, hệ trở thành Eăy: kể lm 
Vy †5+lxvx' LŠ “ 


Để ý: Jx` ¡ 34 1yI> V3 Dấu đẳng thức có khi x = y =0. 

Suy ra (l) <> x=y=0. Thấy rằng x = y = Ú cũng là nghiệm của (2) 
=>x =y =0 là nghiệm duy nhất của hệ . 

Tóm lại : Tập hợp các giá trị phải tìm của a là a =3. 
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Ị “Thí dụ 5. (06/ giớ bàng tình chuẩn k) 
| xyz+z=a (Ù) 


Tìm a, b để hệ có nghiệm duy nhất {xyz` +z-—b 3) 
xty tzờ=4 (3) 
Lời giải 


® Diện kiện cán 

“Thấy răng (x,¡ y¿; Z4) là nghiệm của hệ thì (-x„; -Yạ; Z¿) cũng là nghiệm cúa hê. 
Bởi thế, điều kiện cần để hệ có nghiệm duy nhất là x„= y„= 0. 

Thay vào (3) thu được zÈ= 4 <>z= +2 

Thay z = t2 vào (1), (2) thu được a = b = z = +2 
® Diệu kiến lu 


xyzz=2 () 
* Với a=b=2, hè trở thành (II) {xyz” +z=2 (2) 
x` ty tứ =4 @) 


Trừ vẽ theo vế các phương trình (I`) và (2`) suy ra xyZ(z- L)=0 =› z=l 
: ¬.< xy=l 
- Với z= I.(IH) trở thành { < : c> 
xK+y =3 xty= V5 
xy- Ï 
x+y= M5 


Rõ ràng (4) là hệ đối xứng kiểu 1, đồng thời có S`—4P=lI>0 suy ra (4) có 2 
nghiệm. Suy ra với z=l hệ có đã cho có không ít hơn hai nghiệm. 


Xem hệ (4) 


Vậy (a = b= 2) không thích hợp. (5) 
xyzkz--2 (") 
“ Vớia=b=- 2, hệ trở thành (HH) {xyz` tz- 2 (2 
x'tytz =4 (1) 
Rõ ràng z = 0 không thoá mãn hệ (HI). 
x-U 
Trừ về theo vế các phương trình (E”) và (2”) suy ra xyZ( l)=0 ›|y Ö 
#1 
Với : x dể dàng suy ra (II) €> (0;0; -2) (6) 
2 cán xy=-3 › 
Với z = I, (ID) trở thành x tyếcg 2(x #y }= —3! (mâu thuẫn) — (7) 


® Từ (5), (6), (7) suy ra (a = b = - 2) là cặp giá trị duy nhất thích hợp với yét cầu 
bài toán. 
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[dụ 6. QUùc Đưct hoa nuàt di 
Giản he phương trình 


Ñ 4W 127 134W / w 3 
: x (1) 
\ ý 1W /@ 3y I 
Lừi giải 
(X1Iÿ) Z⁄{Xx1WYt2 4 0Ö 
Vitlin (Í) <> về Ẻ \$ 
(&K y\) 7{x y)4ql 0 
[_ u+w 
luzx+4w | ¬ Ju` zutz` 3-0 
Địt c>S = He (2) trở thành : (3) 
l\vx-y , Ìv '-⁄v+l=0 
- 3 
: : >0 z<s4 
lí (3) có nghiêm c› | ` ‹?>` “3z =1. 
ÄA,2>0U #4 
XS: Ẫ . BaE s55 
tới; =2có (3)c>un=v=l » % > Hệ đã cho có nghiêm (l; Ö: 3) 
¬ 
: 2 X Ị 
tYới@= 2có (3J<3‹Ú=vw= !1.3 
y Ú 


» Hệ đã cho có nghiềm( l0; 3) 
: Hệ đã cho có hát nghiệm là (1:0: 2):( 1:0: 2) 

Nkan xét : 

+ ứ ơn nhiên hơn xo phương trình => đặc biết hoá T ẩn, vem là tham xà 

+ 3 vắng mát hạng tứ ~` one phương trừnh (3) chó tạ thấy vự thiên bình đi 
của dò đối Với \ Vằ V 

+ ft phán tịch trên đán cliing tạ đặc biết loa án =, vem nó là thanh xo 


| Thí du TL (026i biết hoá Ú ám) 
| (x3 3 q) 
| _ zi4y` 8y (3) 
| Clải hệ phương trình (1Ú) | 
| (Ø2 xMx!3) ŠxIl16 3)! 
| z0 (4) 
Lới giải 
Xen z là tham số, khi đó phương trình (2) trở thành 4y 1) = +4 @) 
Phương trình (2°) có nghiệm khi và chỉ khi z<“4<» 2<z<2 (5) 
Phương trình (3) trở thành : x+2(1 /Jxtl6 6z=0 (3`) 
|z<0 
Phương trình (3) có nghiệm cš \C.0c> z7 3)>0<> (6) 


IR9 


se z=0 
Kừ (4). (5). (6) suy ra s 
z 


Ụ 

+ Thay z = 0 vào các phương trình (3`). (2) sẽ lần lượt có x= 4| ` 

y2 
Cặp giá trị (x = -4; y =0; z =0) không thoả mãn hệ phương trình (Í) (7) 
Cặp giá trị (x = -4; y = 2; z = 0) thoả mãn hệ phương trình (Ï) (8) 
+ Thay z = 2 vào các phương trình (3`), (2`) sẽ lấn lượt có x = - 2: y = l (9) 
Cặp giá trị (x =2; y = l; z = 2) thoả mãn hệ phương trình (Ï) (10) 


® Từ (7). (8), (I0) kết luận hệ đã cho có hai nghiệm là ( 4; 2: 0) và ( 2; | 2) 
Nhan xét 

+ Sự có mặt. bát đẳng thức (4) cho thấy tính đặc biệt của ấn = đời với hé dà clịo 

+ Khi - dược đặc biết hoá. thì (2). (.Ÿ) theo thư tự trở thhànH: pÏutm trìnHt một ẩn 
đới với v, y. Nhờ đó ta thu được các đánh giá đọc lặp đối với z. 
Lời bình. Cluing ta đã gặp kiểm bài các hái toán sau đáy. 


Bài toán I 
Tìm phạm ví thay đổi của x, y biết rằng xÌ+ I2xy + 4y” + 4x + 8y + 20= 0 (1) 
(Một phương trình 2 ẩn) 


Lời giải 
e Viết lại (1) <> xÌ+ 4(3y + I)x + 4(y` + 2y + 5) =0 (@) 
Xem ([') là phương trình đối với x. Tập hợp các giá trị của y là nghiêm củi 
yŠ-I 
A\>0c<24(3y + l)`— 4(y + 2y + 5) >0c32y`+y- >0 <3 xÃ 
y 
I 
hay ye A=RV- I; 2 
e Viết lại (I)<> 4y” + 4(3x + 2)y + x`+ 4x + 20 =0 () 


Xem (2) là phương trình đối với y. Tập hợp các giá trị của x là nghiệm củi 


A,>0 ‹› x+x-2>0<2 


.< =2 

‹> xcB=RV-2:lI) 
>I 
Trẻ lời - Phạm vì thay đổi của x là B. của y là A. 


Bài toán 2 
xXx4ytz. 5 


| Cho x, y, z là nghiệm của hệ 
| XY!WZi17Xx-Ñ 
| 


: 7 
Chứng mình l< x;y;z < 3 


Lời giải 


Xị@ Ã 7ÿ 
Vierlin () c>(U Ñ 
xy- 8 -(Š z2) 


Hệ (TÚ có nghiệm khủ và chỉ khi(ŠS 2248 (5 292] cš3) 1024370 


«» £c€Œ=‡†zc|l<z< : h 
ì 
Tương tư đạc biết hoá y, x ta có đpếm, 
+ Trong hài bài toán trên, các tắp hợp A. BC có vỏ hạn các phẩm nữ 
+ Trong trường hợp các tạp hợp A.B.C có hữu hạn các phan tứ, bài toán được 
ném dt dạng giải phương trình, Cúc hệ phương trình trong hai thủ dụ 6 và 7 được 


gi? nhiên pÍutơng trình nhục thể, 


BÀI TẬP 
Bài l. Giải các hệ phương trình sau 
y12- (@ x} (2 xX3x 2⁄2) 3 x 
¡J2 YMy!2)-913y ` y`lâ3y` =x`-3x k2 
x`#zẺ _ 4x - zIy 6z 
z>0 z<3 
1 3m 
Bài 2. Cho hè phương trình W 
yl Mx 3m 


I) Giải hệ trên khi m=3. 
3) Tìm mì để hệ có nghiệm duy nhất. 


¡.h T... : 
c7 tệ ° g6 nghiêm duy nhất. 
xXhýy42—ä 


Bài 3. Iìm a để các hệ phương trình 
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Chương V 
“, s “ 

BAT ĐANG THỨC 
(Œ JX ưng péäp miến gui trì 
€ ?§wony páäp bất dâng túc 
€ 2 ,ng pếäp teu đó crrfo củ tòa Áo của uốn 
( JXxsag pánp sa đụng ÁinÑ Ấy sìn, ÁrRÍt Ấy cosin. 
® Sư dưng Äv rau trang các 6ất dáng tíức #iếc- ng -Ít, (6—St cả 

Nu nất œ củp vất 


( "(ương p§p Lum gia tn nấu? nhất của 6ảm số y=md ( ƒ/(Ý 
(hưởng p&áp tam thức Bác Á(ai đã trìnk Bảy trong cương TÌ 


1. PHƯƠNG PHÁP MIỄN GIÁ TRỊ 


Phương phái miền giả trí đã dượa: vét trong §‡ Ứng dụng của <1 chương Í 
Pluam này củ cÍuê trong phương pháp tách lộ nhận kép 


1. Dùng điều kiện có nghiệm của phương hình chứng minh 
bếốt đẳng thức 


Xt hàm xó y=fEv) trên tái vác định E). vụ là mọt giá trị của hàm xó [vi trên D 
v2 u€l) ffv,)=v, hay phương trinh Í[vI=v„ có nghiệm vel) 


| Thí dụ I 
Ì Giầxử x, y liên hệ với nhau bởi hé thức 3x`+ 4xy + 3y ` = l4. Chứng mình 


<x'+ y< H4 


Lời giải 
Từ giả thiết bài toán suy ra x. y không đồng thời bằng Ö . Gọt Q(x. y) ~ x + y 
Trường hợp †. x =0 hoœ y =0 để đăng suy ra Q = Š q1} 


Trường hợp 3. xy #0, đặt y = x.t.1c R tạ có : 

Q 1n 1:t : Ớ) 
l1 x(3¡i-H113) HH 3:41:31 

Để ý 3C + + 3 >0, VÉ R nên (2)< > QU3U + 4t + 3) =1 +) 

<»>(3Q_ 14) +4Qt+3Q =0 (3) 
Trường hợp là). 4Q 4=0c>QS khí đồ (3)« 3 4Qt =0 >t=0 


> v=Ð. trái giả thiết xy Z Ú. 
Trường hợp Ib). 3Q 14z0.Gọi ` =4Q) 3Q 14) =(SQ (11 Q) 
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 .') 


ng 

Ro rang tấp giá trí của Q là nghiêm của Á` > (c3 l (#9 
<Q- 14 
_ Q 
KH 1Q _ 
Đau đàng thức có khi và chỉ khi t = mm (Š) 
EXi vày thaây vào (Š) sẽ có - 
TT đạt được khi và chỉ khit= c»x= yZ0 (6.1) 
SỞ 

+ Q= 14 đất được khi và chỉ khi t= Í<>x<=y z0 (6.3) 


_ l4 
Từ (1). (4). (6. E), (6.2) kết luận: — <Q< 14 
Š 


(Che ta còn trết lại tÌư dẫu này trong phương pháp "tách bỏ phán kép “dưới dụv! 
2. Tốch bộ phốn kép để chứng minh bốt đẳng thức 
Thí du 2. 
2x` 1 4xy † 5y` 


Im GTLN, GTNN của các biều thức Q = si 
x ty 


với x`+y`>0 
Lời giải 
(k+2)X) + 4xy + (kt5)yÌ 


Với Vkc R ta có Q+ k= = C 
x`‡y 


(1) 


(x+t2y) 
xiựy 


+tVớik= lcóQ I= >0 => Q>l. Dấu đẳng thức có < » x=-2yzU 


SG. 
tVớik= 6cóQ 6= TỦ >Q<6. Dâu đẳng thức có « > 2x = y 2Ú 
X“ ty 


>MimQ = !: MaxQ =6 


Lời bình 
L) Gọi 4'=4-{k+”(+Š)=-E `-7k-6. Từ có (l) đúng với VEeR ~3(L) ất đúng 
: lE= 1 
với giỏ trí của Ñ thod mãn VP(E) có 4< c3 l ŠẺ 


Đó là dieu tết thích sự có một cửa hai số —E và —6 trong lời giải trên 
3) Việc tùm k thực hiện trên giay nhấp, không bắt buộc (không nẻm) trình bảy 
trong bài lờm 


E 3 °-rl2x° 
Thí du 3. Tim GTLN, GTNN của biểu thức Q(x)= — x = 
12x. 


{ = =— _—s ===-= 
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Lời giải 
Với mọi acR ta có : 
_ 3†8x`+12x) ta(+†2x))` 3+a + 4(21a)xÌ + 4(3 1 a)xÌ 


+a —_- ==~ l 
9 (+2x y (l+2x } ng 


+ Với a=-3 ta có Q- 3= - =? ->Q<3. 
(+2x'} 


Dấu đẳng thức có khi và chỉ khi x=0. Suy ra maxQ = 3 
Xét A' =4[@ + a)°- (3+a))], A'=0c©>(2+a)`=(3+a)°©sa= -š 


5 5_ (2x-I} 5 
+ Với =-=- ~—=———~>0=Q>- 
su ó0 1= rat Rở 


Dấu đẳng thức có khi và chỉ khi 2x'=l ©> x = + s- Suy ra minQ = Š 


Thí dụ 4. (Trở lại thí dụ 1) 
Biết rằng 3xÌ+4xy+3y”=l4. Chứng minh S< x`+y`< l4 


Lời giải 
e Để ý: 14- Q= 2(x + y) >0 c› Q <l 4. Dấu đẳng thức có kh¿ và chỉkhi 
=0 . 
S2 xi c° ˆ y «©x=-y=+V7 
3x" +4xy +3y' = l4 "=7 


e Để ý : 14 — 5Q = ~20x —y)°<0 c> Q >^S.. Dấu đẳng thức có khi và chỉkhi 


x-y=0 œ =? ¬.. 
3x +4xy † 3y" =l14 3x" =7 5 


Thí dụ 5 
a -ab+b „ .. 
1) Tìm GTNN và GTLN của biểu thức Q=ˆ———-—; với(a +b`>)) 
a tab+b 
2) Cho a, b, c là các số thực dương có a + b +c = 3. Tìm GTNN của biết thức 
aể b` c 


k8 XS E 5 

bế Z +ab † b Tp +beEe c tcata 
Lời giải 

Œ +k)a) —(~ k)ab + (1 + k)b` 


1) Với VÀ: R, ta có Q + k= q s 
a kab+br 


Gọi A=(1 -k)`- 4(1 +k}= (k+3)3k +). A=0 <>{k= 2ik*-3| 


194 


h; § 
+ Với k= _ tà có: Q : = cóa Sử + >0 <›Q> : : 
3 3 3(a +abltb) 3 


với *⁄(a,b} a +bÌ>0 
Dáu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khia=b z0. Vậy MinQ =: : 
2(a Ðb)Ì 8 š, vã 
: LÉEU400) <0<+Q <3 với V(a,b):a +b `>0 
(A +ab+br) 
Du đăng thức xảy ra khi và chỉ khí a= -b z0. Vậy MaxQ = 3 


+ Với k=-3tacó Q- 3= 


4 


2È ách #,Tac6 0=———D— S—-8, cả 
a(a tab+b) b(b- - thoc c(c +ca+a') 
Theo Svacxơ: Q> _(A` tbẺ: L9 TÊN —=—— 
a(a' + ab + bÈ) + b(b` tLbe +e°)+c(c? +ca+a*) 
h (a+bẺ + e7} _(a°†b +e)) 
a  (a +b¿t€) + b`(a + b+€) +c°(a +b+c) 3(a` +b` +c`) 
„# +b`+c` 
„8 
Theo Bunhiacopski : Q> biểu Š cha > =3 nn - HỂC _ =l =Q>I 
Dầu độn thức có khi và chỉ khi a=b=c=l. Vậy minQ=l. 
Cách 2 
Ta có Sa =. b sói c+— —— x =(a - b)+(b—c)+(c-= a)=0 
a +ab + bỂ M +be+e` +ca+a 
->Q== ` +: = + : s 
a tab‡+b_ b+be+c € + 
a  kbÌ b` ke) của 
>2Q=-, TH ma =m———=- 
a +ab+b` bì+be‡c” cÌ+ca+a` 
ah ab+bẺ b°-bc+c` cÌẰ-ca+a` 
€> 2Q =(a+b) -—————D—y +(b+c) —; z †(C†+A) —y : 
Q a +tab+b- lưng » c +ca+a' 


Từ kết quả câu | suy ra: 2Q > ta +b+btc+c+a)c> Q>2 @bse) Va, b,c >0. 
Kết hợp với a + b + c = 3 suy ra Q > I. Dấu đẳng thức có khi và chỉ khi a=b=c=l 
Vậy MinQ=l 

Cách 3Ÿ (Đánh giá phản tử đại diện). 


Trước hết, ta chứng mình Và, b>0 luôn có : 
a 


Thật vậy: Do a, b> 0 nên (1) cs 3a`— (2a — b)(a`+ ab + b}) >0 
- € 3a`- (2a`~ ab- ab)+ b) >0 €2 (a + b)(a - b)°>0 (2) 
Bất đẳng thức (2) đúng. Dấu đẳng thức có khi và khi a = b. 
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Vậy (1) được chứng minh. 
3 z b` 2b-—c e 2c-a 
Tương tự ta cũng có : >——; >— 


: H De LI @3) 
b+bc+c' 3 c+ca+a' 3 


Cộng các BĐT cùng chiều trong (1) và (3) ta có Q> : (a+b+c) ,V a, b, c>0. 
Đến đây tiếp nối như cách l. k 


Thí dụ 6 


Tìm GTNN và GTLN của biểu thức : Q= VY) =xy) 


(+x XI+y)} 


Lời giải 
(Œ +y)(=xy)+ kữ + x))Œ 1 y`) 
(+x))d+y)" 
|kd+y?)—y|x” +(d—y!)x+k(+y`)+y 
hủ d+x)d+yŸ) << 
Gọi A=(1 - y`)ˆ— 4[k(1 + y?) - y|[k(I + yˆ) + y]} =(1 - 4k?)(I + y`) 


Suy ra A=0 Từng: 


Với VkeR, ta có Q + k= 


" DI BÌNH -=wâ -1-Lv?-L2 
sVớik=l cóQ+ I_(+y -2y)x +? y x4 Il†y †+2y 
2 2 21+x XI+y”) 


_=y} xÌ+2d—yÌ)x+(+y)` _ d+x+y—xy)` 
2q+x”)+y”) 2q+x”)\ ty”) 


>0 


=>Q> — ä - Đấu đẳng thức có khi và chỉ khi x + y =xy - Í 


=> GTNN của Q là Q=~7 : 
e Với k =.... _1J_-údty +2y)x. n0 =4 JŠ— qty -2y) 
2 2 2q +x XI+y) 
_-+y)'x`+24~y`)x—=d-y)_ x-y-xy} “g 
24+x”')\(1+y”) 2(1-x`)( tyŸ) 


=>Q< š . Dấu đẳng thức có khi và chỉ khi x+y=l-xy 


=> GTLN của Q là Q= : 
(Chúng ta còn trỏ lai Thí ấu nảy bằngcác phương pháp 6ất đắng tÍiức, toa đồ tectơ) 
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§2. PHƯƠNG PHÁP BẤT ĐẰNG THỨC 
I. Các bốt đẳng thức thường sử dụng 


e ất đẳng thức Cô-st : 
+ Bát đáng tức Cö-xi thông tường 
Với mọi n số thực không âm a,,a,...., a, ta luôn có 
a,†+a,+..+a, 


n 
Dấu đẳng thức có khi và chỉ khi a,=a›= ...=: 
+ Bất đẳng thức Có~=xi mở rộng 
Giả sử ay, as...., a, là n số dương tuỳ ý và œ,, œ,..., Œ, là n số thực dương có 
ơ,+0.+...tơ,— |. Thể thì œ,a,+d.a.+...da,> a/lay?.an 
Dâu đẳng thức có khi và chỉ khi a,=a,=...=a, 
se đất đẳng thúc ®unftiacopsK‡ 


+ Bất đẳng thức Bunhiacopski thông thường 
Với 2n số thực (ai, a;...., a,); (bị, b,...., bạ) ta có 

(a,b,+a,b¿+...+a,b,) € (á) +ạ¡ +...+a) )(bị +b) +...+b 2) 

Dấu đẳng thức có khi và chỉ khi “" = “` =...=* 

b, by b 

(Có sácÍt còn gọi tà bất đắng tÍtức Côst=.$uacx0) 

+ Bất đẳng thức Bunhiacopski mở rộng, : 

Cho m dãy số thực không âm (a,, a›...., a,); (b,, b,...., bạ);...; (C,Cs...., C„) 

Ta có (a,b,...c, +a.Ð....c, +...+a,b,....e„)” 


Px m. mìa 
S(a? +ái +... Cai) (bị + bệ +..2BP)...(cj +c? +..+e7) 
Dấu đẳng thức có khi và chỉ khi a,: bị:...c,=as:b›:...cạ=...=a,: bụ:...: Cạ. 
e đất đẳng tÍiức $uacxơ 
Với 2n số thực (a,, a›...., a„); (bạ, b›..., b,), trong đó b,> 0, Ví = l,2,.... n. 
"mm. - ay +. „(A t4; +..† a„) 
b, b, b, b,ạ+By3ztb, 
Dấu đẳng thức có khi và chỉ khi Ê! = `2 =,..=, 
1 2 b, 
II Các thí dụ . 


__ Thí dụ 7. (ĐH Ngoại thương, khối A, năm học 2001-2002) _ 
| Cho hai số dương x,y có x ty =1 Tìm GTNN của biểu thức 


0— + —= 


vì-x vị<y 


Lời giải 


Z./5-5 x-l†+l y-l+l I I — 
Viết lại QE + = t———==kl=x+jJ ) 
vI—x Vy VỊ—x jÌ=y MI : 
Theo Cô-si : ; + ` > : > mm. 2_ (1) 
M—x địị-y ÿd-xX1—y) cớ 
2 
(do x+y=[l) 


Theo Bunhiacopski VÌ —x +JI S: <2. —=x+lI—y =2 (do x+y=l) (2) 


Trừ theo từng vế các kết quả (I) và (2) ta có :Q> 2 
I-x=l-y 


Dấu đắng thức trong các biến đổi trên đồng thời có khi và chỉ khi : 
ÀÁ = 


=7. Vậy min Q=2 


Thí dụ 8. (ĐH Nông nghiệp I Hà Nội, khối A, năm học 2000-2001) 
Cho a, b, c là ba số dương có abc = I. Tìm GTNN của biểu thức 
bc ca ab 
9= —-.†+r..—†z 
a(b+c) b(c+a) cf(a+b) 
Lời giải 
Cách trình bày !: Đặt d~x>0, yxy>0 * sưu - Ta có abc = l <> xyz =l 
a c 


3 


x y? z 
+——— — 
y†z 7†Xx x+ty 

Áp dụng bất đẳng thức Svacxơ vào (2) ta có 

Q> œx+y+z) _x†y†z 3Xy_ 
(y+z)+Œ+x)+(x+y) 2 2 
Dấu đẳng thức trong (2) và (3) đồng thời có khi và chỉ khi x=y=z =l 


Vậy min œ5 
Cách trình bày 2: (Cân bằng bậc nhất cho ba biến với điểm rơi) 


Tiếp nối từ (2) 
y` ,z+x Z_ Lx +y °% 


2 
X Tuy, + ty, 
y+z 4 z+x 4 x+y 4 
Cộng vế theo vế các bất đẳng thức trên ta có 
2 2 bì 
x 312, y LG y „5X 
y†+z 4  z1x 4 7+1 4 


Biểu thức Q trở thành Q= (2) 


3 
— (d =l 3 
s (603ÿ2 ) @) 


Ta có 


>xty+7z 
x? yÌ rấi „X†y+z 3\xyz 
y†z Zz†X x+y 2 2 


5, 
© củi (do xyz = l) (4) 
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Dâu đẳng thức trong (2) và (3) đóng thời có khi và chỉ khi x = y=z= 


k 3 
Vậy mịn Q= 2 
Thí du 9. (Trở lại thí dụ 6§ Ichương V) | 
(x‡ y)\ Xy) 
(+4 XU: và 


Tìm GTNN của biểu thức Q= 


Lời giải 
Theo bất đẳng No Cô sĩ ta có 


lx+y)(1 xy)l< " xy) DC (x#y +1#xYÖ) =2 0+x903y) 


I vn 
© 1 và gởi - Đâu đẳng thức có khi và chỉ khi lx + yl=lI—xyl. 
(+ x1 +‡ y 1G 


Suy ra 
*« MaxQ= : „ đạt được khi và chỉ khi x + y =1 - xy 


e«MinQ= 2 đạt được khi và chỉ khi x + y = xy - I 
“Thí dụ 10 ˆ  Nsš 2... =.ằe<ằe.e.=- 
Gọi a, b, c là 3 cạnh của AABC. Chứng minh 

a b € 


=———+- 1 >3 
b‡tc-a c‡ta-b a‡b-c 


Lời giải  - 
Cáca 1. Theo bất đẳng thức Cô-si ta có 


= b TƯ N.. 2 _abc @) 
b†c-a ctha-b a+b-c_ (a+b—e)(a— b+e)(b+-c- ¬a) 
Để ý : Với mọi tam giác ABC luôn có 

a'>a'-(b-c)'=(a+b- c(ab+c)>0 (4) 
Tương tự b`>(b- a+c)(b +a - c)>0,c`>(c =a+bl(c+a~ b)>0 
Suy ra (abc)`> (a + b— t)(a - b+c)(c+b-a)" 
<> ahc >(a+b - c)J(a -b+c)(c+b-— a) 

abc 

(atb-cXa b+cXc+b-a) 
khi và chỉ khi a =b=c c> AABC đều. (đpem) 
Chú ý 
sub: >(a +b —c Xa =b + cl(c + b =a) với mọi số đương a, b, c là một ước 
lượng đ;ng nhớ. Chúng ta còn gặp lại ước lượng này trong một số thí dụ ở sa';, 
e Các phép biến đổi ở (4) được gọi là phép đánh giá non. 


— >l. Thay vào (3) có Q > 3. Dấu đẳng thức có 
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x-b‡c-a>0 
Cách 2. Đặt Ìy=cta—-b>0 Suyra =Ÿ** p—#†X Q„Xty 


"`... 


Đề ý + Ÿ >2 Vx, y>0. Dấu đẳng thức có khi và chỉ khi ~ - Ÿ c› x = y >0 
x yx 


I Là 205-205 kh 2 lR 
jJ) % y z 


Suy ra Q > - (2 + 2 + 2) = 3. Dấu đẳng thức có khi và chỉ khi x =y = z > 0 


c»a=b=c 
Cách 3. Để đơn giản cách viết, ta đặt S=a + b+c ->S- 2a=btc a, 
S-2b=c+a-b,S-2c=a+b-c 


: 3 | a Ầ b ; | c | 
Tacó Q+—= +Í+ +>ị+ += 
2 |S-2a 2J (S-2b 2J (S-2c 2 
=| Ẫ ‹ BS  U 
2ÌS-2a §-—2b S—2cj: 2 WS-2aWS- 2bMS 2c) 


x- 33 _95 ., 
*2q- 2a) +(S—2b) +(S- 2c) 2S 2 


3 
Q28 Dấu đẳng thức có khi và chỉ khi S - 2a = S-2b=S-2c ‹ › a=b-c 
Lời bình 
Khi Q códụng Q= i2: + 4:3: +.+ 44. 


U,(a,.a;,...a,) U.(a,,a......4,) U,(a,.a......a, ) 
trong đó (dạ, a›,.... d,). =1, 2,..., k là các biểu thức bậc nhất, đóng thời các heán 
vị tròng quang của dạ, d›,..., d, thì bằng cách dối biến x=U(a,..... a,) . biểu thưức 
X1. Các đánh giá bái đẳng thức dễ 
x 


3 thỏ x An... 
trở thành Q` có dạng Q`=p,—" 
X; 


thấy hơn trên @`. 


_ Thí dụ II (Bất đẳng thức Nestbit) 


b c „3 
Cho ba số đương a, b,c. Chứng minh . —- +———?- 
bà vế La s1” Q b‡c c‡†a a†b. >2 


. Xi. b c 
Ta có .. Sượn 


l 
+ + 
+b b+‡c c+a 


3(a+b+C) z 
Na + bMb + cMc + a) 


= (aebtel|TT 
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3 34a ¿ ‹ ọ 3 
„  3Matbic) 9 to IS 
atbibtc+tckla 2 c 2 

Dấu đẳng thức có khi và chỉ khi a = b =c. (đpcm) 
L1 bình 

¡lu tha Q— ĐỀt ¿PL ¡BS Ề: tr tờ các kẳng số thúã- 1,2... .a) 

Y, Y, Y, 
® Nếu tỏn tại bộ số thực (qu: Q›....;: qạ),q# 0 VŨ= 1,2....,n sơo cho pX,+ qg,ŸY, 


có cùng một biến thực chúng, chẳng hạn p,X.+d,Y =rC 
X Y. r€ 
EU ¡a1 


= người ta thường biên đổi 


Y Y, 
Ö¬  Íp,X \ Íp.X, P.X, 
“~“~..h.. rq,|+...t Ú 
Q: 2. P | Y, q ] | Y. q E q; 


Bí mặt của Q đẻ thấy hơn trong biển thuức d `... | 
Y, Y, Y 
e Bộ số tỉu&- ạ, nói ở trên được gọi là "bộ số đáng yêu ” của biểu thức ( 
e Trong bài trên =1 là “bộ số đáng yêu” của về trái trong bất đẳng thức 
Nextbi. Đó là điểu giải thích tại sao ta công thêm Ÿ đơn vị cho biểu thức Q- 
Các bạn theo dõi thí ko t p theo. 


Thí dụ 12. 
Cho ní(n ¿ 3) số thực đương a,, a-,..., a,, Gọi SCa,+ a.+...+ dụ, 
a, a n 
Chứng mình Q-= — +———+..+——*"—>-— 
b HP S-ka, 5 -ka, n—k 
trong đó k là mội sỏ tÌ.ực thoả mãn : ^  nHŸ sua köty ayj- () 
n 


Lời giải 
Đ x6. 6 . 8 !l ka t+S- ka sS 
Với mợi it ` 2....n)tacó Jƒ—=+—-=—' t& - 
S-ka, k k(S - ka,) k(S-- ka,) 


ø SỈ I1 I I 
_> =- +—+..-† — 2) 
TT TS - S- ka, 
Đề ý: Từ (1) ->S ka>0. Do vậy áp dụng bất đẳng thức Cô-s¡ vào vế phải của 


(2) tacó Q” >, =ả. 
k ký(S ka XS ka,).(S ka,) 


S.n.n 
>- — 


kỈ(S~ ka,) +(S— ka,) +... +(§ — ka,)| 
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=“. ó Sm. dA To › 
5 kÍnS -k(a,+a, +...1 a,)| k(nS-kS\ kín- k) 
n` n n n 
› SH ‹c* =— 
km. —P5 “M "bo TẾ "Đuylb 7P TÔ sau 
Dấu đẳng tiiúc có khi và chỉ khi S - ka,= S-ka,=... S-ka,c> a,=a<=..= 
(Với n=3. k=l các bạn thấy lại bát đẳng thức Nestbir) 
Thí dụ l3. Gọi a, b.c nh B2 seb của AABC. Tìm GTNN của biểu thức ˆ 


bhig hước SN ˆ ————— + KG: ch >26 
btc-a _c†a-b ca+tb~ Ra 


Lời giải 
Cách 1: Đề đem giản cách viết, đặt S = a + b + c => § - 2a=b+c-a> 0, 
S-2b=c+a -b>0, 


S-2c=a+b-c>U. TacóQ+ TU „ kê ]* s5 LÓC -ð| 
4S 9% 8S _S( 2” d 
_.= 2(S- 2b) k 2c 2|S-2a S- 2p S-2c ắ 

hˆ kh 3 2 h - 

Theo Svacxơ : - = +———Ừ+ : >— Gt3+4 + 2) 

S-2a S-2a S—2a Tà 2b)‡£(S-2c) S 

Thay (l) vào (2) có : Q >nG SG «œœ Š! 2ˆ “26 (đpcm) 

Dấu đẳng thức có khi và chỉ khi `” sẽ mộ `. 

S—2a _ S~2b 

—2 `, 5b+c=5a [2b-c=a a bc 
c ©œ -=—-=_=9. 

S-2a S-2c |bt3e=3a |b+3e=3. 7 6 5 

2 4 


[Lời giải trên đã sử dụng “bộ số đáng yéu” của Q là G5 :4)| 
2x=b+c-a>0 a=y+z 
Cách 2. Đặt {2y =c+a-b>0 =› |b=z+x . Viết lại 
2z=a+b-c>0 c=x+y 
2Q= nG S262 211k sau, Nhà: } l£ t6 5)x|» ` 
y z 
Ápamg lá im tức C ¡don óượng mg đam 


2022 (4:9 v2 jkE -l6 t va -I6Ÿ = 12+ I6 +24=52 
Y # 
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<>Q> 26 (đpem). Dâu đẳng thức có khi và chỉ khi 


ly 9x 
—-: 4y ` 9X) 2y -3x 
4 l6 : › 
: *e© 4z l6x <+|2z - 4x NG: : về0 
X z? $ Š ù k 
) 3y 
9; lốy 9z lồy 3z- 4y 
ỳ z 
Thi dụ 14 š ị 


M là một điểm thuộc miền trong của AABC. Gọi A,, B,, C, theo thứ tự là 
chân các đường thẳng AM, BM, CM trên cạnh BC, CA, AB. | 
san MA MB MC | 

Chứng mình Q= + +—— >6 (ID) 
nh SN MB | 


Lời giải 
Gọi S, S,. S, % theo thứ tự lần lượt là điện 
tích các tam giác AABC, A MBC, 


AMCA, AMAB -> S=S,+S,+S,. Ta có : G: 
B 
gan v5 tai San 
MA, MB, MC, 
Œœ ⁄ƒ XS 
= AA, + BB_ + — (2) 
MA, MB, MC, B As¿ Mẹ A, C 
Từ A, M kẻ các đường thẳng vuông góc Hình I9 
với BC cát BC theo thứ tự tại A¿, Mạ 
Ý "ÑÂ, Á, Š'_.. BB, S CC, S 
Rõ ràng ——~=- ——- =——. Cũng vậy ——-=——, ——'-= 
MA, MM, S, MB, S,`MC, S, 


: 
Bởi thế thay vào (2) ta có ng r ì 
1 3 * 


Theo Cô-si : S _=. củ > sức c> SE -= 

S5, S,J AS/S,S, S,+S,+S, 
~> Q+3 >9 Q >6, dấu đẳng thức có khi và chỉ khi S,= S,= §, 
€> M là trọng tâm AABC (đpcm). (h. I9) 


Thí dụ 15 
Cho a, b, c là các số thực thay đổi thuộc [ I; 2] 


Tìm GTNN, GTLN cửa biểu thức Qasbio | + h + 4 
a c 


| 
| 


thọ 
= 
mì 


Lời giải 
® Giá trì niỏ nhất : 
> _-—=“# >q 
3 Vahc. — 9 hay Q>9 
Dấu đẳng thức có khi a=b=c >0. Suy ra MinQ = 9. 
® Giả trì lún nÏất : 
Từ xe{O; l] ->a,b,cc[l; 2]. Suy ra 


Theo Cô-sĩ (a +b+c)|- Ị Hà Hệ m. 


q 


«<3 => [t~z||t-2]<oe [Ê E—-  —.- @) 
3—* c 2j(c S gạ 2 
Không mất tính tổng quát, giả sử l < a < b <c < 2 suy ra 
I'-s|-) +[t-; |-§}>§+z+z+š <2+ˆ+=. @) 
b b c 4 
Tae6:avb+o|S+i +c|=3|Êr2+  v Nhớ 
#8 b c b c a b ca 
<x|p+$+° _ @ 
c a c a 
SẮC 
T).),437 509/74 & 3+2 + 2 SÍỢ; 


Dấu đẳng thức xảy ra khi (a = l,b=c= 2). 

Tóm lại Q < 10 (đpem). Do vai trò bình đẳng của a, b, c nên suy ra dáu đẳng 
thức khi và chỉ khi trong ba có hai số bằng 2, còn số kia bằng I. 

Vậy MaxQ = 

Thí dụ 16 

Cho a, b, c >0 và ab + bc + ca = 36abc. Tìm GTLN của biểu thức 


l 1 l 
Q= + + 
2a+b+c 2b+c+a 2c+a+b 


Lời giải 


thx= đŒ) 
y 4x 4y 
Thật vậy : Với mọi x, y >0 ta có (x - y)`> 0 © (x + y)°> 4xy 
¿5 l 31? c° l +. Lạc 0eml 
x+y 4xy x+y 4x 4y 


Theo (l): — : 3g. Ị “+ To. (2) 
2a+b+c 8a- 4b+c) 8a lób lóc 

Tương tự : —- IS ... @) 
2b†+c+a 8b lóc lóa 


® Trước hiết ta chứng mình với Vx, y đương luôn có š 
x 
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< + + (4) 
34cla+b Ác lồi l6b 
Công về theo về các bắt đẳng thức (2), (3), (4) tra có 
0x 1E tr = (5) 
địa b c 4dabc 
36anbe 
Theo giá thiết ab + bế + ca = 36abc, thay vào (5) có Q< ˆ CS Ê Ụ 
4abc 
h ác nà < ¬H.—... | 
Dâu dàng thức có khi và chỉ khi s ,2i=h=c= - Vậy maxQ =9 
3a — 36a I2 
Thí du 17 


Cho u >3,b>4,c >2. Tìm GTLN của biếu thức 
Q= abvc- 2 \ beva 3 +caVb- 4 
abc 
Lời giải 
Từ giả thiết suy ra các số có mật trong căn thức đều có nghĩa. 


— g2 sdE 
Theo Có sỉ: NẺ -IC w2 2 j : `. 2 # 1 
e cjl2a 22 abc — 22 
N beVa -3 l caVb--4 l 
Tương tự: ——————<—;-: — <——> 
abc 2/3 abc 2⁄4 
h I 1 
Công các bất đăng thức cùng chiều trên ta có Q< +—-+ 
š 2/2 2/3 2/4 
2=ec~2 c=34 
Dấu đẳng thức có khi và chỉ khi {3= a -3<> la =6 
4=b-4 |b=8 


Suy ra GTLN của Q là Q= 
¬ 


Hài RPẾU, 
M2 23 2⁄4 


Thí dụ 18 
Cho x, y là các số thay đổi thoả mãn điều kiện 0 < x< 3,0 <y <4. 
Tìm GTLN của biểu thức Q = (3 - x)(4 - y)(2x + 3y) 


Lời giải 


Viết lại Q= 20 x)3(4 y)O% + 3y) =, (6 2x)(12 - 3y)(2x + 3y) 
) 


b 


Rõ ràng với Ö < x < 3,0< y < 4 thì các số (6- 2x), (I2- 3y), (2x+3y) đẻu khóng âm. . 


2 3_ cố BvÝ 
Theo Cô sỉ: Q < 1 ((6—2x)+(12 -3y) + Ox + 3y) 


ha <36. 
§ 3 yQ 


6-2x=l2 _ x=0 


Dấu đẳng thức có khi và chỉ khi 
6~2x=2x +3 "=? 


Suy ra maxQ = 36. 
Lời bình 

1) Tiềm ẩn dàng sau sự thay đổi của các biến x và y lại là sự không đổi của tổng 
các biểu thức (6 - 2x), (I2-3y) và (2x+3y) 


2) Sự mách bảo nào dân tạ đến các nhán tử 2 ;3; š trong sự biến đổi tren? 


Trả lời :' Với Va, b > 0 ta có Q _¬ [a(3 - x)|[b(4 - y)](2x + 3y). Tơ ¿l rìm cặp 
a 


(a; b) sưo cho tổng sau không phụ thuộc vào v và y : Q=a(3—x)+b(3- y) + (2x + 3y) 
c>Q'=3a + 3b + (2 - a)x + (3 - b)y. 


-a=0 & 
Điều đó váy ra khủ và chỉ khi hư©n = .= 
b 3-b=0 


Thí dụ 19 
Tìm trên |2: GTLN của Q=(2x+l)*(1-3x)`. 


Lời giải 


4 M 
Viết lại Q= Tay (x + DÌ . Trên D ta có 2x + I>0;l - 3x>0. 


10 
=—=(I—3 
gì X) 


Áp dụng Cô-s¡i cho 8 số không âm gồm 5 số là 2x+l và 3 số là 2 99) 


l 9` 24 s" 
— 10123 92” 


9` [1 10 
ta có Q< -—y |-|5(2x +l)+3—(I—3x) 
9 10 l : 9 


Dấu đẳng thức có khi và chỉ khi 2x + I= vú - 3x)<‹»x= „‹P 


"ụ~ 


VạyQ= —s là GTLN của Q trên D. 
Lời bình 
Cũng như thí dụ IŠ ở trẻn, với Va > 0Ö ta có Q = ° (2x + la - 3ax)`. Tơ tìm 
số ứ thod mãn Q} = 5(2x + I) + 3a(1 — 3x) <>Q'= & 3a + (10 - 9a)x không phút 
thuộc v. Điểu đó có khi và clủỉ khí 10 — 9a=U<»a= . 
- hề HE " 
= x- j- 


Thí dụ 20. Cho x>1,3. (*) Tìm GTNN của Q=~ 
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Lời giải 


. 48 ; Để 34 ° 
Văết Lụ Q—= 3⁄44 1} + =Ä3(x- l)+ + - Vớix >l13‹>x I>0. 
x_I Xx-! ,x-l 
4 24 3x - I)`24. 
Heo Có sĩ ta có 3x - Í) + ? + >3: —I Š 
xi x_I (x 


%v ra Q > 3% 
Da đảng thức có khi 3x - |) `= ". 1) `=8<>x = 3 (thích hợp (*)). 
Váy minQ = 36 , 

Lời bình, Biểu thức Q có dạng 

- qiữ= M(ặx + a)” : MG@ ! a)" cành, M(&x ta)” 


Q-=M(x t+a)”°+ 
(xa) sẽ“... P P 


N N N 
+ +--+ — 
q&x+a)" a)" _— q tạ). _—_ q(† a)” 


.. 
& M]'(NÌ 
>+0>Q =+ar |] l (x ta)” = 
PJ\tq 
Tu di tìm p: ạ để Qˆ không phụ thuộc v Điều đó có khi và chỉ khí mịpp-nạ= () 


c p_ Trong thí dụ trên (m= 2; n=l) =2(p=l; q=2) 
n m 


Thí da 21. (ĐH Đà Nẵng, khối A, năm học 2001- 2002) 
Cđo x. y. z là các số thực dương thoả mãn : xÌ + y`+ z`= l 
Tim GTNN của biểu thức Q= — —c+-; 7+ —, 

W tt 2 1+X X tỷ 


Cáh L (Tách bộ phản kép) 


TTù giả thiết suy ra 0 < x. y.z< I vàQ=———, +—Y ¬ 2 : Œ) 
1—x 1-y l-z 


3/3 : Ti Á 2 
Tacó Q se “gà, +y+z) 
x 3/3 4 ý sâu 3 
= x——X |+|—— Đ, 
[Ix ` 2 l~y Icz 


ki b si, h) vớ, ñÌ 
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=>Q>0Vx, y, z thuộc (0; 1). Dấu đẳng thức có khi và chỉ khi x=y>z— 2 


~> minQ = =C 


Lời bình 


3⁄3 „ 


Bạn đọc đặt cản hỏi số sẽ đến từ đâu và tại sao vét lưệu 0S ~ 
Trẻ lời: Do tính bình đẳng của các biến nên ta chự đoán minQ le đưa khí 
l I 1 1 
t=y=:=-~ hay sinO= |: =3] 
J3 v3 J3 j3 
Với mọi k ta có Q -k = Q —k(v+y`+z`) 
* y 


z 3 sấ à 
=—x+—- ra tt) 
I=x ly" 1=z 


JẺy Đi t4: ĐukTổ cty tự Tiưnn hư 
3 


.„... 33 3Ÿ 3/3 xe - LG 
Với k=———.fd có ———x ———— 
2 I-# 2 lI-x 


Cách 2. Tiếp nối cách I từ (1) 
Theo Cô sỉ : 2x` + (I - x) + (l kien, q-xy .. ... . 


I s 
-=| %) Vtc{(): I) 
gi] 


5 ; V5, ` _-- 


Là la TẢ 
33  x(-x) 2 lx k) 


Dấu đẳng thức có khi và chỉ khi 2x`= l - xÌ <>x= : 


n2 „ >2xŸ(1 - xỲ)}` ©>x(I- N 


R¿ 3/ã ; 
Cũng vậy: 2 ` “ÔN vi, — „38; 
y - 


m ......... I .¬_ 3⁄3 
Dâu đăng thức có khi và chỉ khi x = y = z =—— . Vậy minQ = k 


N 2 
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Thí du 22 
Cho bốn số thực dương a, b, x. y, z (a, b không đổi). | 
Tìm GTNN của biểu thức Q khi x, y, z biến thiên, với h 

Ị Q- = M T——— 

| (ay PbZ)(42 + by) (az bx)(ax 4+bz) (ax by)(ay ( bx) 


Lời giải 
Ta có (ấy + bz)(az + by) = ab(y` + Z))+(a`+b))yZ< ab(y`+z`)+ : (a+b`) (y tỷ) 


I ñu XU, _S 
Tóm lại (ay + bz)(az + by) < „(a+ b)(y +z) 


: x S 2x` 
tay Lbzaz by) (ab)(y +Z))7 
Đầu đẳng thức có khi và chỉ khi x = y 
Ÿ k 2y : 
(z ¡ bxJ(axtbz) (aI1b)Œ)+x))” 
- Z“a 
(ax LbyMay tbx) (atb)(X ty) 
Công về theo vẽ các bất đẳng thức trên ta có 


Tương tự 


2 x y` 
SH EEEC ) ELSE LhUïN 9N rà, 
(a+b)|\y +z z+4x 


3 
Theo Nestbit: Với Và, b.c dương luôn có +——->-~., SUY ra : 
b†c c†+a a4b 2 
3 5 E 
> —...... Đâu đăng thức có khi và chỉ khi x = y = z. Vậy Min Q= XX: 
(a th) (a bị) 
Thí dụ 23. ( Đẻ dự bị Olympic Quốc tế - 1993. Mỹ để nghị) ˆ =) 
Cho bốn số thực dương thay đổi x, y, z, t. Tìm GTNN của biểu thức 
Q= Š + — (I) 
yt27L3L 712L0413x 1†2x13y x12y 3⁄ 


Lời giải 
Cách !- Viết lại 
()<> Q=——~ = TH ——+-= — 
Xxy 12x †3xL yZz2yt|3yxX Z1127X‡37Zy 1X +2ty +37 
¬.... 
4(xy !Ð xz PXL-†yZ + yL Z0) 
SẠn (xEytztDÐ 2 


3 4(xy ‡ XZ ‡ XE+yZ ty Z0) 3 


Theo Svacxơ ta có : Q > 
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2 |@& y) t-Z1ữ 0 EŒ xj 2 
»>Q--z°* _ "l4 —— đ ng >Q> 
3 12(xy + xz † xt EyZ + yLÊZ0 3 


^ 
Dâu đẳng thức có khi và chỉ khi x = y =z=t. Vậy minQ = E 

Lời bình. 

Do tỉnh bình đẳng của các biến nén tà cự đoán GINN biểu thức dụt được khi 


2 2 
\=y=z=l —= LI „Điển đó giải thích sự lnện liữu của sổ ñ trong quá trìmh đĩ tìm 


chân trị của KT. 
K 7Tb+ctd- 5a 


24 
y+2z13t+-a>0 T1ctkLd+a- 5b 
: À oan 
z12113x=b>0 2. 
Cách 2 : Đặt |” “ 2 
t†+2x+3y=c>0 „-7dtatb 5c 
y+2y+3z-=d>0 24 
7atb‡†c 5d 
24 


Biểu thức Q trở thành : 
_7btc+d- 5a 7c+d†a-5b đd+a+b—5c,7atbtc d 


24a 24b 24c 24d 

L b.b 
: TH nhu thi tr 
6 24a b c d) 24 a b bc hũ 
2 


s74, [bcda 1.8 .|(bcda) _ 3.7 ! 2 
+ —#- +~++_.=_, ›Q> 
6 24 abcd 24 (abcd)` 6 6 3 3 3 
Dấu đẳng thức có khi và chỉ khi a=b=c=d«<»x=y=z=t. vậy minQ= Ÿ 


Thí dụ 24 `. 
| Cho x, y. z là các số thực đương thoả mãn x`+ y` + z` = l. 
| ` # xỸ 
Tìm GTNN biểu thức ——^ + 
ve xu“ \” L3y 14z 2y+3zL4x 2z13x! 4y 
Lời giải 
sa y r* 


Viết lại Q = nh 
Xx Lây t4) y(2y+3z1+4x) 7(2z t3x 14y) 
Theo Svacxơ suy ra : Q> TT 

(2x ty E42) + y(2y 1 32 1 4x) + 7(22 1 3x | 4y) 


‹›Q> l chi ty Lz) th 
21x Ly FZ)1!7(xy lyZtZX) 
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Theo Bunhiacopski (Xy ® yZ #£ ZX) £ xÌ+ y ` + ZẺ nên từ (1) suy ra : 
(x +y tzỷ PC cà tố 
Q> ` Ẹ K :—x:E_- (x†y *+zb >Q> 
2 4%w' tz)t3J(@x ty tz) 9 9 9 
| 


v3. 


Dâu đăng thức trong hái lần đánh giá trên đồng thời xảy ra <3 x= ÿy =Z= 


l 
Vậy nhnQ = 3 


Lới bình. Ta có két qua với bài tần rộng hơn 


Bài toán. 
ChoM.a, b. c là các số thực đương cho trước và x, y, z là các số thực dương 
thà mãn xÌ+ y`+zˆ>M, Tìm GTNN của biểu thức : 
| \ x) 1 
` | - Ñ y : -/L0SAE 
Ị axtbydicz ay|Lbzl{cx aZ‡bx Ecy 
Lời giải 
xẻ 4 z 
Việt lại Q = - + ==. ———— 
x(ax ‡ by tcz) y(aytbz+cx) zZ(az + bx tcy) 
CÓ TH cv cai 
X(ax † by † cZ) + y(ay + bz + cx) ‡Z(aZz ‡ bx ‡ cy) 
_Ð tự  _ q) 
a(x” Ly” Ez”) t(b EcXxy + yZ LZx) 


Theo Svacxơ suy ra Q> 


‹» Q> 


Theo Bunhiacopski: (xy+yZ#zx)<x”+y`+z` nên từ (1) suy ra 
& ty+Z) xXiy tế, M 
a(x) ky  EZ))t(bt€e(x ty) EZ) atbtc atbtc 


> 


Dấu đẳng thức trong hai lần đánh giá trên đồng thời xảy ra ©> x=y=z= j h 


Vậy minQ = » 
akb+‡ec 


` : I 
Với M=l.u= An = Ông =4H1g ú 0N NHỢ c—„ 


Thí du 25. 
Cho x, y. z là các số thực thuộc {0; l]. Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức 
S——‡—=—t-_—=ˆ——+(I=xV(I =yWt =2 
| y+z+l x+ztl y+ă+l 
Lời giải 

Không mất tính tổng quát, giả sử x=maxƑX: y; z} sẽ có 

—. ~.. Œ) 

y†+KII yJIzZ11 


nan ®9 
x†+z†+l  y+ztl 
Móc cá. 
y†+z+l y1+z11` 
y LII x1 Y2 uy, Ấy | 


Z X 
Cộng theo từng vế có: ——————-#+---—--- + ——S = 
yW*tz+l' xi¿+l Vy exeÐ | y#ẽ| | x+ZEI 


K—l 
Hay Q<l+ ———— +(l —x)(l - y)(l -Z) 
P y†ztl ? 


«6 Q<l+(I-x) Œ-y)d=ZWytz+t1)- 1 


y+ztl 
— , pH 
Theo Cö-si : (l - y)(I - Z)(y +z + l)< L3e=` MUA. ng |= 
tiiÏÝŸ0<Ð?1g <2 D1... ke... gối 
y†+z+l y+ztl-0 
“>8 Ẫ : se | =x=Ð x.1 
Dấu đăng thức xảy ra khi và chỉ khi Sen 
I-y=l z=yt+tz+3l y-z-0 


Vậy MaxQ = I, đạt được khi trong 3 số x; y; z có | số băng l, còn 2 sô còn lại 
bằng Ú. 
|uy- Các pláp biến đổi ở (*) được gọi fà các đán guá trồi. 
Cftúng ta còn gặp cácÍi này trong một số tÍií Ấu ở sau. 


“Thídụ26 - 
Cho x, y, z là các số thực thay đồi có xÌ+ y` + z`= I. 
Tìm GTNN và GTLN của biểu thức Q = x + y + z + xy + yz + zx 


L) Giá trĩ níỏ nhất của Q : 
Để ý:(x+y+Z)=xÌ+y )+Zz)+ 2(xy+yZ#ZX) 2(x+y +2) `= Ï + 2(xy3yZ+Zx) 
Đặt L=x + y +7, < V3 tà cổ xy + y/37X =2 'vvd=ua Ê ý _=- vi I 


>Q> -I, dấu đẳng thức có khi và chỉ khi t = - ! (thích hợn) 


Vậy minQ = -I 
3) Giá trì lún nÑất cúa Q 


Theo Bunhiacopski ta có: ® x +y'+Z< + +1/x` 0y 1z) V0) 
®Xxy+tyZ+/Zx<xÌ`+y +Z2=l (2) 


Từ (1). (2) suy ra Q<l+ M3, dấu đẳng thức có khi và chỉ khi x= y = z= l 


V- 


Vậy maxQ=l+ M3 £ 
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Í Thí dụ 27. (ĐH Xây dưng. năm học 2001-2002) 
Tìm GTNN của Q =cos(x +y +2), trong đó x, y, 2z là ba số dương thay đổi 
3 
trên [Ú: T| và thoá mãn x + y +z= ¬ (l) 
Lời giải 
Đậtt=x + y`+zˆ, Biểu thức trở thành Q = cost. 
“Trước hết ta tìm tập xác định của Q, tức là tập giá trị của biểu thức I. 
4) Giả tr nhỏ nẴtất của t 
„ : Suy 1 sW XI 2 v2 si ) 3 
Theo Bunhiacopski: (+ | '+ l1 )(x +y °+z)>(x+y hẺ22m°ï s1 = >0 (2) 
Ú) Quả trì lön nhất của t. 
{ 


Ụ , ` $. $ 
Gọi P= xy tyZ tZX. Ta có đo ý Vi =x +y+Zz+2(xy+yZ+/Zx) 


L) 
«+t=- -2P 
4 


Ta đi tìm GTLN của P. 
Không mât tính tổng quát, ta giả sử x > y >>, từ giả thiết suy ra xe [ 5 ¿”1 


`. 3 3 Ẫ 
Gọi P= xy + yZ + 2= Y2 + XÂY +7) =y£† XC XS) =y SA, x=K) 


Để ý : Xem hàm số f(x) =~ x-x`. Ta có tQ )=f(1)= „hệ số của x°bằng -l <0 


2| — h|+2 


I 
>P>yz+ 2. 
2 


1 l 
siy ra min F(X) =f( - )=f(1)= 


x=0 hoặcx =l_ 


6 >t<Ã -I=T<r @) 
yz= 


du đẳng thức có khi và chỉ khi 


Kết hợp với x + y +z=_ => dấu đẳng thức có khi và chỉ khi trong 3 số x; Y; Z 


k9 | 22 


c¿ một số là l, một số là š + xố còn lại là số 0. 


3.5 


Từ (2) và (3) suy ra Q có tập xác định là: tc PP c{0: x] 
K) xả: nóc) Ề 5 b 
Trên |: —| .Q = cost là hàm số nghịch biến -> minQ = Q(— ) = cos — 
44 4 4 
Thí dụ 28 : ¬ 
1) Chứng mình với mọi x, y. z không âm luôn có : 
XyZ>(x+y_- Z)(x+Z-Yyy+Z- X) (I) 


2) Cho a là số cố định, x, y, z là các số thực không âm có x + y + Z = Ì 
_Tìm GTNN và GTLN của biểu thức Q = xy + yz + 7x - axyZ 
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Lời giải 

1. Để ý : Với x, y, z không âm thì trong ba số a = (y +z- x).b=(x +z VỊ. 
€ =(x +y - z) không thể có quá một số âm. 

Giả sử có hai số âm, do tính tính bình đẳng của x, y, z, ta giả sử r3 : & : 
X:y3⁄2‹ 
Cộng vế theo vế ta có 2x < 0, trái giả thiết x > Ö 
+ Nếu trong ba số a, b, c có một số âm thì (1) đúng (do xyZ > 0 > abc) (2) 
+ Nếu cả ba số đều dương thì tacó xÌ>x`- (y -z)`=(x+y -Z)(xtZ y)>0. 
Tương tự yÌ> (x + y — Z)(y +Z—x),Z2>(X+Z- yÌ(y+Z-X) 

Do vậy, nhân vế theo vế có <> (xyZ)`>(x+y-Z#)(x+Z- y)(y+z xJ 

€ xyZ>(X+y-—Z)(X ®#~ y)(y +Z— X) (3) 
Từ (2), (3) suy ra (1) được chứng minh. 

2 


) Giá tn Ìön mliất của Q. 


Sử dụng xyz 3 (x + y -'Z)(x +Z- y)(y +z - x) kết hợp với x + y +z = ll tì có 
(1) © xyz > (I - 2x)(I - 2y(I - 2z) = I - 2(x + y +Z) + 4(xy + yZz+ZX) ‡XxyZ 
=ay xyr xen < “UP v suy mQ< 2 + Tan ụz (4) 
Chú ý : 
`... A".ẽnnỶẽ.. Ị 
0<xyz< TÚ: CR B2 002005002226 Si1S9áhuke toa Đưg dai: (5) 
Do vậy, xét a: 
9 1,9 ] 53J:-a l 
s®a< —, từ (4), (5) suy ra Q<— +|—— a|— =—-.—. Đạt được khi x.=v=Z= - 
Ha NA CẤU  Đ lPY 3 
(6) 
sư. từ (4) suy ra Q< Ả 
4` Ộ 4. 
Với x=y= 2 ,z =0 thì Q=Z., suy rà maxQ= „ (7) 


2) Giá trị nhỏ nhất của Q. 


Với xyz > 0, theo Cô-s¡ tà có (X + y + 2y 4 
X 


-|>3W# Een =‡ 


Kết hợp với x + y + z =l ta có: 


xy tư ty LCl š t2|>ayre +y +) 
& ý # 


II icC. 

Ai | >9xyZ 

K y 2 

Hiển nhiên xy + yZ + zx > 9xyz đúng cả trong trường hợp xyz = 0 

Suy ra Q > (9 - a)xyZ,(Vxyz:x+y+z= l) (8) 
Do vậy trị số của minQ còn tuỳ thuộc vào dấu của 9 - a. 
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9-¿ ° R 
sa >0 - Từ (5), (Ñ) tà có Q > _ Dầu đăng thức có khi và chỉ khi x=y=z= ` 


Ỷ 


M _9 ä _ 
zMmQ= 3 (0) 
sa< 9 Từ (§) suy ra Q >0 Vớix=y=0/7=lcóQ=0 >MinQ=0 
9a Ụ 
HIỀU :L < Ụ néu a < 9 
n ¿ 37 27 ng 
Tom lại : MaxQ={ ~ và MinQ={g a _ 
I _ ạ niểu a > 9 
nếu a > 
37 


Chủng hạn 


Với a = TÚ tà có 0 <Q< : 


7 xi 
Với a = 2 tạ có <Q< = (Võ địch toán Quốc tế, I984-CHI.B Đức) 
Suy. Bất đẳng thức (1) là mát ước lượng đáng nhớ. Chúng ta còn gặp lại nó trong 
một xố thí đụ Vẻ sai 
Thí dụ 29 (ĐH Vinh, khổi A+B, năm học 2001 -2002). 5 
Cho a, b, c là 3 cạnh của tam giác có chu vì bằng 3. Chứng minh 
Q=3a`+ 3b`+ 3c + 4abc > I3- Si dc c () 


Lời giải 
Trước hét : có hai nhận xét sau đây 
L) Với mọi a, b, e luôn có ab + be + ca <aÌ+ bÌ+ cÝ 
€> 3(ab + be + ca) <(a+b+c)` (2) 
Kết hợp với a + b + c = 3 có (2) c› ab + be + ca < 3 


2 
= 3 (ab £ bc + ca) > ~2 (3) 


2) Theo kết quả thí dụ 28 ở trên suy ra trong mọi AABC luôn có 
abc >(a+b—c)(a +e- b)(b+c— a). Kết hợp với a + b+c= 3 tạ có 
abc > (3 - 2a)(3 - 2b)(3 - 2c) = 27 - I8(a+b+ec) + I2(ab + bc + ca) - 8abc 


> 9abc > 27 - 18.3 + 12(ab + be + ca) —3 4ahc > —12+  (ab + be + ca) 
Ỳ 3 ` l6 
Suy ra Q > 3a + 3b + 3c` I2 + 5 (ab + be + ca) 
3 l6 
=3l(a +b+c)` - 2(ab + be + ca)] - I2 + : (ab + bc + ca) 
3 16 2 
=3|3`— 2(ab + be +ca)| - 12+ 5 (ab + bể + ca) = 27 12 2g tHBEribertseä) 
2 
=I5—  (Ab + bé + ca) (4) 
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Thay vào (2) vào (4) có Q > 15 - 2 = 13. Khi và chỉ khi x = y =z = l thì tất cả 


các bất đẳng thức trong các bất đẳng thức trên đều cân bằng. 
Bởi vậy Q=13 là GTNN của Q. b 
Thí dụ 30. (Võ địch Quốc tế, năm 2000) 
Cho a, b, c là ba số dương thoả mãn abc = l. Chứng mình 
Q=(a+ ` 1)(b+ bề: li(c+ J =l<1 
B.— c a 


Lời giải 
Sử dụng bất đẳng thức xyz > (x + y - Zx +Z - y)(y +Z 
\ l a I 
số thực dương x=a,y=- ,z= l tacó ->(a+ 1).(a + I 
q  X=a,y b k NHHỜ " (a b ).(a 


‹ b 
Nhân theo từng vế của bất đẳng thức (l) với — >U tà có 
a 
(l)<>l>(a+ nụ -Msri=tEgai=j 
` b ba b 


l l l 
<>l>(a+ —-l)(ab+b- IX-—+- -l) 
b ab 


a 


I l I l 
Theo giả thiết ahbe = Í €3» ab = —, thay vào (2) có : | > (a+ ¬ 1){ — tb-l)(c + 
c c 


: K=y= 
=> Q< 1. Dấu đảng thức có khi và chỉ khi ‹* 
abc = Ì 


“Thí dụ 31 1.1... 
Cho ba số thực x, y, z thoả mãn các điều kiện : 


0<x<y<z<lvà3x+2y+z<4 (Ú) 
Tìm maxQ, với Q = 3x` + 2y” + z” : r _ 
3 2 
x sàn 
„ J|0<x<y<z<t 0<6x<4 s 
Cách !: Từ giả thiết | Ê* SY 5” suy rạ|" SP »|ly'`<y<I 
3x L2ytz<4 0<y<z<tl : 
z <SZz<I 
`: Si  ˆ. 10 
Trường hợp l:<x< -->x<—->3x +2y +z< — +2+|= >Q< 
3 9 3 3 
l 2 l 2 : g. 
Trường hợp 2: _<x<— ->(X-- Xx <0‹»x<x 
tơng ñợ† 3 3 ( ạW 3) 5 
x<c 2 2 2 
Từ/(J),62).(3) Rủy ra0:<Q:<306— C14 it ¬ 4KdL 2ý ti . 
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K) 


x) (thí chu 28) cho bà 


Ln a) (l) 
b 


s»>a=b=c=l 


(2) 


10 
>0<Q< š 


: : I $ 
Trong ca hai trường hợp, đầu đăng thức có khi ‡x= - y=z=l¡, thỏa mãn (l) 


: 10 
Vậy maxQ= n 


Các *. Từ pìa thiết ta có : 


3y(y x)<2(4y K) 3y ` 23xy<3y-2x (l) 
Ú<Zx<y<z<l 3 
Z7 XI€?7 X $3 1Z —XZz<2¿—K 2) 
3x4i2ytz<4 ` : 
|x 1 2xy txz< đa 3x L2xy †xz<4x (3) 


Cóng theo tưng ve các bát đăng thức (1), (2), (3) ta có 
I 
¡ạ V3 tV2V2y 1 I.Iz (4) 


% 


ẩ _ ... 1 
Áp dụng Bunhiacopski vào vé phải của (4) có Q < ( š +2+l)(3x +2y +z) 


3x'+2y`+7<x +2y + hay Q< 
b y y 


_ @ Sài .Ð § 
hay Q < Ị QỌ ›Q< (do Q >0). Dấu đẳng thức có khí ‡x = NA G s= lạ. 
:: 3 3 ".” 


0 
Vảy maxQ = : 3 
Thí dụ 32. (Đé dự thi Quốc tế lần thứ 37 năm 1996) 
Cho ba số dương a, b, c thoa mãn abc = l. Chứng mình 
ab bc ca 


` ` #oc ‹ "= s <l 
a +bìtab b tc kbhc c la ‡ca 


Lời giải 
Với mọi a, b>U ta có: (AC b Xa  b)>0<>a'+b °>a'b (a + b) 
<> a +b`+ ab > ab[ab(a + b) + l| 


gi! “cụ s. < : E Š (do abc = l) 
4 (b 1ab ab(a |b)il atbtc 
bc a ca b 
Tương tự —, < < 


b`ic +bể albtc c la tca atbtc 
aỊb 
Công các bất đẳng thức cùng chiều trên ta có Q< “ Ì : ẾC 
alblic 
Dâu đẳng thức trong tất cả các phép biến đổi trên đồng thời xảy ra khi và chỉ 
khi a =b=c = l (đnecm) 


Thídg33 - 
D.P, sin` ý 


Tìm GTLN của biểu thức Q= , „trong đó 
a 


° s,hục các số hực ong,c < min |Ÿ nh - sa | 
a 


sX.\ lệm của phương trình asinx + bcosy= c. - 
Lời giải 
Vibi do 2.6.1 em |1, 1, [@MSS, , Rengl 
a b a b a b a 
Do a >0, b >0 nên theo Svacxơ : 
(asinx)` ¡ (beoy)` „ (asinx ‡ bcosy)` _ cÌ 
P # b` : a` tbÌ a'+bÌ 
I,1 € 
=2 9S-+—--—: 
© a b a'+bl 
ä * h * 
Ssinx  cosy Sinx— - TP P` 
Dấu đẳng thức có khi và chỉ khi | a ` — b = sả 
asinx + bcosy -c cosy = bộ = n 
a+b 
M 3 ` ` 3 
Với các điều kiện a,b,c>0,c<min|® +9 8 +9 | ọc_ ® <ị và 
a b a+b 
0< ma < 1 = Hệ (1) có nghiệm hay tồn tại cặp (xạ; yụ) là chám trị của Q. 
Vậ TH Ni nó 
y a` 4 b` 
Thí dụ 34 c1 g S711. tro 
Gọi a, b, c là độ dài các cạnh của AABC. Tìm GTNN của biểu thức 
_ AA + BB † cC 
= " a+bt+c - —. `. * 
Lời giải 


Với mọi AABC luôn có (a - bXA - B>0<+aA + bB - aB - bA >0 
Tương tự bB + cC - bC - cB,cC + aA - cA - aC>0 
Cộng ba hất đẳng thức cùng chiều trên ta có 

a(2A -B_ C)+b(2B-C€C- A)+c(2C-.A- B)>0 


c>a|3A - (A +B+)] + b[3B - (A + B+€)| + c[3C - (A +B+€)J >0 
<©> a(3A - œ) + b(3B - x) + c(3C - rø) > 0 © 3(aA + bB + cC) > m(a + b +-) 
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aA + bBLcC r 


b Đâu đẳng thức trong các bát đăng thức trên đóng thời 
ạa = 


xây tạ kh và chỉ khia =b=c<>» AABC đều. Vậy mimQ = » 
Lưới bình, f22 tính bình đẳng của a, bố đo váy dự đoán chân trí của Q có trí xỏ 


Ñ £ „ước SẼ *% - ¬ Kệ 
cự a =b =c=2Q= n Vị Je đó, vét hiệu Q 5 bạn cũng đÍi tơi kế! quả 


Thí du 3š 
| Cho x. y. z là ba số đương và xyz = a (a là hãng số dương). Tìm mìn Q, với 
| Q=(I+x)(+y)(+z) 
š Lời giải 
Biến đổi Q= Ï+(xX+y #7) #(Xy + V2 + ZX) + XyZ 
Theo bắt đẳng thức Cô si: x4+y +2 >3 ŸxyZ¡xytyz+Zx >3 Wxyz 


Suy riQ>1+3QXyz + 3Ÿ@yz)` + xyz =ÍI Ũ Wxyz] =d+Ýa lì 


y 
XxyZz=a 


‹ . ` h h + %, 
Dầu đàng thức có khi và chỉ khi cC›x=y=z= va 


Vậy minQ =(l + Và )`. 


Thí dụ 36. (Oympfc 30- 4, lần 8) 
l) Cho a¿,a......, a¿¿b,,b,.....b, là các sổ đương. Chứng mình 


VÍŒA, thị(a,+b).,+b) > đaa..a, + đhb..b, 


+ t} 


2) Tìm GTLN của Q=-———- —— „VỚI xcR 


oj£ cm 


Lời giải 
1) Theo bất đẳng thức Cô. sỉ : 


8y a; _ yAs-. 
——=14—————='t..t——— 2 niƒc ' 
a,+b, a,+b, a,+b, k +b,Xa, thư, thà) 


VI -+b,)..(a, +b„) b,Xa, +b,).(a, +b„) 
c2 Qa, +b,)(a,+b,).(a,+b,) > đha,sa, + đbb..b, c>Q<l 
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Dấu đẳng thức có khi và chỉ khi : 
ay a, La a, ta, +... đa, 
-= sˆ————= ké- b —— 
ac kh, a, tb, a„ +, (a, tb,)!(a, +b.)+..†(aA, Ph) 


b5 b b, +b. 


" 


) 


a, h b, _Av# b, _An ÂU +b, 


) 
E8 } 
a t a L) a 
<> h=—— Vi=l,2,..,n(dok+t=l)c>+ -*=-È=...- —* (đ 
Bí 2U 7” : š “Ybxye 
2) Sử dụng (l) với a,= a;= ay= xÌ; b,= s:be ¡bị! 


Ta có xÌ+ l< = r2 La) +39) => Q<l. 


Dấu đẳng thức có khi _ ° c>x=0 Vậy Max Q=I 


Thí dụ 37. (Olympic Quốc tế lần thứ 42, 2001) 
Cho a, b, c là các số thực dương. Chứng minh 


a b © 
———= 5 + = ->Il (I) 
"~... .¬ . 


Lời giải 
Cách !. Trước hết ta có nhận xét với mọi a, b, c dương luôn có 
+ 


1 
a a 


Tư n T..Í. K @) 
xi a'+b`+c! 
+ + 4 4 4 4 4 * + 4 


Ta có:(a` +bì+c `} (a*}=(b*+c*Xa'+a*+b*+c}) 


» ĩ } f 1 3 


>2b*c` 4a`*b`*c `= 8a ` be 
4 4+ Ù 4 $ H 
=>(a'+b}*+c})'>(a`*} + 8a "bc=a ` (a`+ 8bc) 
+ 4 4 1 
=> a1+b'+c?>a* va? +8bc 


4 
% 


=> ——>~+—”¿——~x- (nhận xét được chứng minh.) 
va thổ „ 


a'h tb'+c* 


c 


c , b b` €c R a 
Tương tự ta cũng có -====—=>3-; TT NT max tr: van: 
bien ví +b'+c! 


220 


Công theo từng về ba bắt đáng thức cùng chiếu, ta có 

a š h $ € si đP Để 
dã” ¡ &he vb` tÑca vc: tÑab - l bê sêa 
Dâu đẳng thức có khi và chỉ khi a = b= c (đem) 


Cách 2: Để đơn giản cách viết, đặt X= a` + §hc, Y =b + Bca, Z =c + Bạb 
ID thấy aX + bŸY +cZ=a + tc + 24abc 

Lệ : b N2 „ (#Wfbke‡ 
aVX b⁄Y cVZ aVX tbýY tcVZ 
Theo Bunhiacôpski : aVX + bVY +cVZ=VavaX t VhVbY + vVevcZ⁄ 

Sa +1 eXaX LbŸ (c2) =v(a bí cát b` {c` 1 24abc) t1) 
Để ý '(a+b+c)l=a tbÌ+tc £3(á $ b)(b + c)(€ + a) 

>a*+ b`+c`+ 3.8 /(ab)(be (ca) 

hay (+ b+c) >a'+bl+c` +24abc, thay vào (4) có : 


Theo bất đẳng thức Svac xơ : (3) 


aVX tbVY te⁄Z < ta tbh+c)(à tb+c) =(a+b+c), 
: b` c (a+btc)` 
= * +—e=2 D 
aVX býVY cýZ (aiblc) 
Dâu đẳng thức trong các bắt đáng thức trên có khi và chỉ khi a = b = c (đpem) 


Thay vào (3) có 


Thí dụ 38 | 
Cho a, b. c là độ dài các cạnh tam giác, chứng mình 
Q=azb(a b)tbc(b c)+ ca(c a)>0 


Lời giải 
Ta chứng mình với bài toán tổng quát lớn 
Cho a, b, c là độ đài các cạnh tam giác. chứng mình răng với mọi số tự nhiên 
n>l luôn có Q= a”b(a  b)+bfc(b c)tcla(c a) >0 (1) 
® rước liết cm tối n = 2. 
Đậta+b c=2x>0/a- b+c=2y>0b+c a=27>0 
>a=x+y,b=y+/Z.C=/+X. 
Biểu thức Q trở thành 


: 3 IS 
Q=xy`tyz`+zx xyz(xty+z)=xyz|Š 0-1 (x1y12) 
LT. 
Theo Svacxơ : ` tŸ = „e x12) =x†+y+/ 
y z x xty17 
gia ; „nu x+y+z>0 ›Q>U 
Yÿ  -#' % 


Dấu đẳng thức có khi và chỉ khi x = y = ¿. Vậy khi n = 2, ta có Q >0 


2Ị 


Không mất tính tổng quát giả sử c < b < a. 
® Gửi sứ {1) dung tới n tức fả 
a"b(a - b) + bfc(b - c) + c°a(c —- a) > 0 c3» b"c(b - c) > -a"b(a - b) - cha(cC a) 
>b*?'c(b -c)> a“b(a - b) - c"ab(c - a) 
xanh ba b) + b°* c(b — c) + c°!a(c — a) > a° b(a - b) - a"b(a - b) (c®5b(c a) 
+€c°"a(c - a)= a"b(a -b)'+ca'(c- a)(c b)>0. 
Vậy Q > 0 đúng với n + I. Theo nguyên lý quy nạp Q > 0.Vn. Dấu ciẳnp thức 
xảy ra khi và chỉ khi a = b =c c> AABC đều 
(Bạn cẩn 6iết uói n=2, Áó là để tÍti vô đicÍt Quiïc ế, 1983) 


§3. PHƯƠNG PHÁP TOẠ ĐỘ VECTƠ 
VÀ TOẠ ĐỘ CỦA ĐIỂM 


Thí dụ I ˆ TT NT “na "ah s^.«a 
Cho x, y, z là ba số dương và x + y + z < I. Chứng minh 
Q= - ket thớt sử "¬¬- 
xi y zZ 
(TSĐH, khối A, năm học 2003- 2004) - 
Lời giải 


-|z ] xa liên 
z 


= - l 
Gọi s=|x 1)#-k¿} x+y+#Z: - † Ỷ 
x y X' 


Ta có: |a|+|b|*|c|a +b+c| Hay Q2 lh ty! z)} dị ng | 


g°Mm- # 
: .h 1ñ 
<>Q>(x+y+z)+|-+—-+-|. 
xX .y 


z 


Dấu đẳng thức có khi và chỉ khi a,b, c cùng hướng. (5) 


Theo Cô-sĩ ta có Q`>!x+y +Z)Ì+ `, t k J >9 
Xy # 


ì : I 
{xyz) t dư 


80 


_— K—= uất, —y=2+ 0= §: 
9txyz)` (xøz} (x+ty+z) 


9@yz) + 


Dấu dẳng thức trong các đánh giá trên đồng thời có khi và chỉ khi x = y/ = z= : 


Vậy Q > v82 (dpcm) 
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Vu y 

Trong mắt phẳng cho đường thàng () và hài điếm A 
và B không thuốc (d) M là một điểm thay đổi trên 
đường thẳng (d) 

Tim ví trí của ME dể ƯỨ< MA+MB nhận giá trị nhà 
nhất, hoặc U= IMA- MBIL nhận giá trì lớn nhát 

lz. Z (+ gác 

M chính là giao điểm của (d) với Ú trong 2 đoạn 
tháng AB tnểu hai điểm A. B khác phía hoặc AB, 
nền 2 điểm A. B cùng phía ) võ với tả, trong đá A' là 


điểm đời vững của A qua (d) 
Chuyến xong Đại vố, bài toán trên được thể liên trong những thí dụ san 


| Thí dụ 2 
Tìm GTLN và GTNN của hàm f(x) trên D = [3; 4| 


| Íx)= V4x” 28x41 53 + 4x) 12x413 


Lời giải 
ä) Gui trì nÍtó nhất: 
Viết lại (1) €©> f(x)= 2x -7)` +12) 1 @x -3ÿ t2) 
Rõ ràng hàm số có tập xác định là R. 
Cách 1 Trong mặt phẳng toạ độ Oxy, xét các vectơ u =(2x-7:2), 


v=(3-2x; 2). Sẽ có lũ 1 vI=J( 4) t4) -4/2,|u| =V4x) 28x 53, 
IvI=vx` 12x +13.Và y=lul+lvl. Với V ú,v luôn có ldltlvl > lu 3 vì 


“CƯỜNG cv nào “Quốc 2 dấu UY co \ Jk-7 3- ZR 
hay y > lu ‡ vl, dấu đẳng thức có khi u, vcùng hướng <+> 2 >0 


2 
= 4/2. 


Cách 2. Trong mặt phẳng toa độ Oxy, gọi A = (7; 2); B= (3: 2); M = (2x: 0) 


5 
2 


S 
‹>x= _ #ayra mịnfQ) = 
3 L) 


Sẽ có MA=v4x` 28x 153,MB=Jx` 12x113,AB=4/2 

Rõ ràng y = MA + MB > AB = 4/2 By 
Hay f(x) > 4/2. @) ụ 

Gọi K(x¿: yụ) là giao của AB với trục Ox. (h. 20) 


(Đo A.B khác phía so với Ox nên K tồn tại) . ` » 
3 KB AK 2M K ? % 
Dấu dáng thức có khi M- K. Từ >KIà 
BB AA : 
5 5 s 
trung điểm của BA' -›» 2x,=5 >x.= ] N c (4) Hình 300 


5 
'Từ (3) và (4) suy ra ỐTNN của hàm số f(x) là 4/2 đạt được khi x = _ : 


6) Gủ tri lăn nhất. Gọi f,(x)= (2x - 7+4,f(x)=(2x 3+4 
Hệ số của x` của hai parabol đều dương. 
® Suy ra: max Í (x) =max‡f,(3); f,(4)}. max Í,(X)= max ‡ f-(3); f-(4); 
ĐD 
Ta có f,(3) = f,(4) = 5; f.(3) =4: f-(4) = 29 
® Maxf(x)= max [Jf,) + (f.@);jf, + (f.(4} 
= max [5 t2:5 + z9}=5 + V292 
Vậy max f{x)= f(4) = 5 + V29. 
Thí dụ 3 (Đẻ 89111.) =—ẲẮ 
Tìm GTNN của hàm số : y=x` -2px +2p` +jx` 2qx +2q` (l) 


Lời giải 
Viết lại (l)<> y=\(x p tipP +(la — x} † lạt 
Suy ra hàm số xác định VxeR . (2) 


Cách [. Giả sử p< q. Xét các vectơ u = (x P: |PÙ. v v =(& x: Jql) 

Sẽ có u+v (q~plql1lpl); lu kvi da p” t(qtipl)”. 

lúi= |(x- PÏ tip`, IyI=Vla-x} LlqF và y=ld+til 

Với Vu.v luôn có lultlvi>lu tvi hay y>|u+v|, dấu đẳng thức có khi 


u,vcùng hướng c+> ề T= m0 (với quy ước nếu màu thức: hằng khômg thì từ 


cˆ“% pAj ! dhp 
thức cũng bảng không) <> IpHaql  ‹› x,= SP” _ Từ kết qua trên 
< lpi ¡ lại 
p<x<q 


suy ra: GTNN của hàm số là y=y(Xu}= Áp q} + (pirlql)` 
Cách 2. Trong mặt phẳng toa độ Oxy, gọi A=(p: jp|): B=(q: |q|): M=(‹: 0). 


Sẽcó MA=\[[x p) 1p: ‡ 
Mai.” xŸ Hát : N _ 
— XM x 
AB=V(q p)` 1 dạl1lp)`. sp Kuqx 


Rõ ràng y = MA + MB > AB. 

Hay y> j(q p) tdalilpD @) 

Dấu đẳng thức có khi Mc AB. -p A 
Điều đó xẩy ra trong 2 trường hợp sau : Ầ 


Ặ Hình 3! 
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Trung hếp lÍX=p<=d 
Do páú trái đầu > hai điểm A và B khác phía so với Ox nên Mc AB Khi da 
AB- 3p. (4) 
Trường lan Ð:Xz p2 
Gói K là pmiao điểm của AB với trục Ok 
(Do pL Íd rất đầu > hai điểm A và B khác phía số với Ox nên K tồn tíi ) 
RA KH' P.d X„x-P141†41pl 
VA RB_ lại — lại lpI 1 lại 
tiớt guY ức nêu máu thức bảng không thì tứ tức cũng bảng khóng) 


laco 


Vậy M,A,Bthang hàng <> M=:K ‹> «h1 tajgi (5) 
Ipl1 lại 
Tự (3) 011, (Š) suy ra trong mọi trường hợp luôn có GNN của hàm số là 
Ù 
# tạ p) Ð(td[¡ Epll., đạt được ti =Phổ tqip .(h. 2l) 
Ipl† lại 


ø Lới bình. 
*€Œia xwft S Phương pháp trên cÌỉ áp dụng được khi có đóng thời 3 điều kien 
Œ Cúc biến tức dưới đam căn không âm và he xó của v` bằng nhan 
@® an dang thức vậy ra kh vefp; 4} 
*. Ban chín biển đối là "tách bình phương đủ” 
* Sứp vép cho trang lo của A và B trái dâm để đoạn thẳng AI cất trục Ó\ 
*# rong bái toán trên, toa độ điểm M được tạo thành khi ta “tách bình phương 
dụ” và gản cho M=(\:0) =aMetd)=Ox 


| Thí du 4 | 
| Tìm GTI N cua biếu thức hàm số /tx)=Ì ` 2x15 12x 1136 | | 


| 
Lời giải 
bé |Y ?X!$ G6 H +4>4W€R 
]š IAx136- (6 x) 1 100>100/VxcR 
do vậy hàm só xác định với Vxc R. 
« Xét các vectơ: a=(x 1: 2), b=(6-x; 10). Tacó la [=Vx” 2x15. 
l§ | VN” 12x 1136. ä1b=(5:8) và la + b Í=v/5` + 8` = v89 
® Với moi a, btacóla b Ì< la ‡ b | suy ra ƒftx)< vao. 
Dầu đang thức có khi và chỉ khi a0 hoặc b -Ú hoặc a, b trái hướng (*) 
H:u khá nàng à 0,b Ó không xây ra do Sáo z0, y0 VxcR suy ra 


xà, - 6 10 
(7)<> a trái hướng với b c>» 3 : „<0‹»6 t=ằW lJcyx= 
X K¿ 
Vậy maxÍ(x)= v9 ` 
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#y- 

Trong mặt phẳng clo 2 đường thẳng xong xong (4). tá) 
và hai điểm A và B không thuốc (d) tả”) M là mát điểm 
thay đổi trên đường thẳng (d). N là một điểm ttay đổi 
trên đường thẳng (1). 

Tìm vị trí của M. N để U= MA+MN+MB nhậu giá trị 
nhỏ nhất. 

e Báy giờ vét bài toán trên được thể hiện trongth: Íụ sau 


Thí dụ 5. (Học sinh giỏi lớp 12, tỉnh Hà Tĩnh, 2000). 
2a+b 6 
Cho 4 số thực a, b, c, đ thoả mãn điều kiện (1D, Sgêy ạt 


Hãy tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức 
U=(a—4)` +(b—3)” + j(a—e)” +(b—đ)) + (c+1)` + (4+3) 


L2 giải 
Cách l Trong mặt phẳng toa độ toa độ xét 4 vectơ 


ù =@i- B-ã): g=(c-a:4-8).w =©e-E: -d-3). Sẽ có u+ v‡ w<( Š› -ñ), 


lũ +v+wI=V61,U=l01+IvÏtlwl, Rõ ràng U >|u ‡ v + ý6I 
Dấu đẳng thức có khi các véc tơ u,v,w cùng hướng 
3- a- 5b -9 
an Ha an co VUNI” : 
4a ca l+c Š 6c - 5d- 9 
Kết hợp với (Ï) suy ra : 
2a+b=6 k 
® a, b là nghiệm của hệ ' ‹>Ía ` j] 
6a — 5b=9 
2c+d=2 -- 9, =¬] 
6c - S4đ=9 : 
Từ các kết quả đã có suy ra: LÍ= v6I là GTNN của U, đạt được khi 
TẾT SN ii du 
8” l6 § 
Cách 2 Trong mặt phẳng toa độ xét 4 điểm Ma; b), N(c; d). A(4: 3), Bí 1: 3) 
và các đường thẳng (Ð,): 2x + y =6: (Ø,): 2x + y =2 
Rõ ràng khí ‹„ b, c, d thay đổi thì : 
® M di chuyền trên (Ø,). N di chuyển trên (22.) và 
AM=v[(a- 4) ¡(b 3`: MN-v(a e) t(b d) : 


NB-V(c11) +(đ13)); AB= V6I 


s Tương tự hệ 
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«U = AM+ MN + NB - AB-/61 Đầu đẳng thức có khi M.N thuộc doạn 
thang AB, tức là khiM Mj CN N trong đó M,<(x,¿ y,) là giao của AB và (2)), 


N =(x.; y,) là giao của AB và (0-) (1l) 
5 ụ  : 
® Phương trình đường thắng AB là °- =3 hay “ LÓ SỐ bệ 
XẠ, Xp ŸA Ÿm ` 6 
sốuN 5y =9 
2x 1 6 
Xét hệ phương trình dài! 
6x ấy 9 
| ì9 
390 9 
- 3i. M-| HÌ _ M \ 
b› tổ 5i (Đ,): 2x+y=6 Ø,): Äxty=2 
g hà 
Hình 22 
2x4 2 3 
Tương tư hệ Bê: cho Nr[uo: (2) 
6x- 5y 9 l6 8 
xố 39 . : s 
[hãy răng 3< 9 < " <3 >M,vàN, thuốc đoạn tháng AB. @) 
Từ (1), (2), (3) suy ra : 
: 3 
ŒÌNNcúu Ở là Ư=ốT.,dạtdee khí la= bê c= 2 d 
l6 § l6 § 
| Thí du 6. (Trở lại thí dụ 6§ chương V) 
Ì__ Tìm GTLN và GTNN của biểu thức Q= 5 £Y - xy) œ) 
| 


(+x`XItLy”) 
Lời giải 
l ÿ- 2y | 


liy lịy 


CN: * 3% I—x” 
Xét các veclơ ¡ si §ị» 
ILx lIXx 


lại bí 1 »lal-IBIE 1 
" 2|x( y)!ty( x`) 


Ta cóla.bl<tallbl hay 2|Q|< Ic>|O|<) 
(1xdty} Ẹ 


I ÁN: : TỶ -. 
‹? )<Q< „ + Dấu đăng thức có khi và chỉ khi a và bcùng phương 
` 42 3 * * 
TU Ni KG ở nK, sài! y TY se <2 v22 
ly 2x (ty) 1- x 2x 1l x 


s>i 2xy+(xy)=x`£y`+2xy c>(ltxy)=(xey)` <>|l xy|= |x #y| 
: : Ủy h : I 
Vậy GTNN của Q là Q= ¬ GTLN của Q là Q= = 
(Ban có thế” gu bắt tuần ñằng pliuong pliáp lường gia) 
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Thí dụ 7 
Cho a, b, c, d là các số thực thoả mãn hai điều kiên : 
a'+b + =2(a +b); c`+ đ`+ 36 = 12(c + d). 


Chứng minh : 1U) €2 U”£(a- c)'+(b d'<(⁄2 ¡nh 
LỆ 1> —_—_ 2) 74. 372 <a+b+6e+6d<74+37/2 
Lời giải 
„ Ja thì l a: B†(Œ 1 -Íl 
D Theo giá ải |“ † 8 t3 T k 4 th 


cŠ1d 136 12( Ld) (c- 6) 1(d 6) - 36 
Gọi ( é,)j( -) theo thứ tự là các đường tròn tâm ©,(I:1).O.(6; 6): Múa: b)., 
N(c; đ) là các điểm trong mặt phẳng toạ dộ đang xét. 
Các số thực a, b, c, đ thoa mãn (#) khi và chỉ khi Me(€,),Nc (£.). 
Ta có MN =V(á- c)` t(c— độ) Dễ thấy O,O,.O. thẳng hàng 
Đường thẳng này cắt €,). ( €-) theo thứ tự tại Mụ, M: vàN,,N.. 
Dẻ thấy M.N,< MN < M,N.. (h. 23) 
Câu I. Do OO,=V2 OO.=6 2 nên ta có 
M.N,=ON.-OM,=(OO.+O.N.). (OO,+O,M,)=(6 V2 +6)-( V2 - 1)=5 V2 +7 
Tương tự M,N.=5A/2 -7. 
Từ đó suy ra điều phải chứng minh. 
Dấu đắng thức : 
s(a-c)`t(b-d)=(V2— 1)" 
có và chỉ khi M= M, và N=N, 


= xelb=e _Ã GA 6 Ủ J 
2 2 


® (a-c)+(b-d)`=(V2 + I)"có khi và 
chỉ khi M- M, và N_N, 
2+2 


xe=g=S=É: ¬..., 
M, Múa:b) 


alb ;á" Lb`†l) Hình 2‡ 


«s> a=b= 


2) Ta có (*)<» : 
6c+6d- _(c`+d`t16) 


^ 


>a+b+6(€ +đ) =2 (a`+b`# l+€ + d”+ 36) 

> a+b+6(c +d) =OM` + ON` (3) 

® Rõ ràng OM,` + ON,`< OM)+ ON`< OM.)+ OÓN.` (4) 

Mặt khác OM`+ON` =(V2 + I)`+(6/2 !6)`=37(/2 11) =II1+74/2 (5) 
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Tương tư OM, +ON,=I11 71/2 (6) 


Từ (3), Đ, (5), (6) suy ra 74 37/2<a+b+6c+6d< 74+ 37/2 
Đó là địxm 


§4. PHƯƠNG PHÁP SỬ DỤNG 
ĐỊNH LÝ SIN, ĐỊNH LÝ COSIN 


[hí du I 

Cho XABC nội tiếp đường tròn bán kính R = I. Gọi m„, m,, m, lần lượt là độ 
đâu đường trung tuyến ke từ các định A. B, Ccủa AABC. 

s ` / IH) L8 

Em GTNN của biểu thức Q = NHÀ KH Song 
mụ mục m 


Lời giải 


Theo định lý hàm số sin có R = RsinA = sinA (do R = l). 


qa b Ệ 
Ị ‡ 
m my,  m, 


Ũ 


am Đ- ˆ LÊ °: F = I 
lương tư đề xinB, NT xinC. Do vậy Q= = () 


Tacó m= > đm + 34`= 2(ä` + bÌ+ c)), Theo BĐT Cö- sỉ 


dm, t+ầa > đam, 3 xa th+c >2am,v3 <> ca > : v3a s 
2m, a +b +c 
Đâu đẳng thức có khi và chỉ khi 4m, = 34` ©> 2(b+c) ca =3a`c»b +cl=2á” 
- b v3b` Ề vc` 
lương tư 2“ n Sz 2s 3 3 
2m,  # ‡! tế ?Ằ. ˆiã + +€ 
HE sa #.. Ề 
4(đ 1b lc) 3 
'Thay vào (L) tà có Q> Ÿ K á HS AÌ 5 
a +b be 
b° +-€` =2n” 
Dâu đẳng thức có khi và chỉ khí {c` La` - 2b` <>a=b=c<>AABC đều. 
ủ° +b =2e” 


Vậy minQ = h 


Thí dụ 2 
Giả sử P là một điểm bất kỳ trong AABC, Ký hiệu x = PA, y = PB, z = PC và 
m4, £ theo thứ tự lần lượt là đô dài các khoảng cách từ P đến các cạnh 
xioy+a2 
ptqtr 


BC. CA, AB. Chứng mình mìnQ = 2 với Q = 
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Lời giải 


Cách † (Định lý cosin) 

Trong mặt phẳng AABC, từ P kẻ PC! LAB, 
PA`LBC và PB`ILCA . Nối B`C'. 

Do ⁄AB'P = ⁄ACPP = 90° ABPC' là tứ 
giác nội tiếp đường tròn đường kính ÁP =x. „ 
Áp dụng định lý hàm số sin vào AAB°C" 
ta có : B`C'=xsinA Hình 24 
Lại áp dụng định lý hàm số cosin vào 

APB'C' ta có: B'C'”= PC'?+ PB” - 2PC'.PB'cos⁄C'PB` 

«» B'C”= r'+ q°+ 2r.qcosA. (do ⁄B`AC'+⁄B'PC'=l80°) 


«> B'C”= + q`- 2r.qcos(B + C) BC” = r`+ q” — 2r.q(cosBcosC - snBsiiẲC) 
©>B'C”=r(cosB + sin'B) + q (cosfC + sin C) - 2r.q(cosBcosC - sinvnC) 

«&> B'C ”= (rinB + qsinC)” + (rcosB - qcosC)ˆ> (rsinB + qsinC)” 

=> B`C' > rsinB + qsinC hay xsinA > rsinB + qsinC -› x >r ..ã +r =e. 


sin A sInAÁ 
sinC. sinA sinA  sinC 
Tương tự ta cũng có y >p— —:Z>q——+r— 
sinB  sinB sinC sinA 
Từ đó ta có 
sinB „_snC |. dị „in A | „ sin A- sinB 
X+y+z>p|— cnh24 Œ®) 
K  g sin BJ” sin Fw sac sin _w sinA 
Trong AABC ta có sinA > 0, sinB > 0, sinC > 0. Do vậy 
Theo Cai SP VING và HC VUẼHÁ.; SẺ HP vụ 
sinC. sinB sinA sinC sinB sinA 


Nên từ (*) => x + y +z > 2(p + q + r). (đpcm) 

: =0 
t5 - 095 “Ö  ynG.đếu, 
sin A = sin B = sinC 


Dấu đẳng thức có khi và chỉ khi | 
Cách 2 : 
Từ C', B` hạ các đường thẳng vuông góc với BC. 
Gọi F, F theo thứ tự là hình chiếu vuông góc của P tần lượt trên C'K, E3`L. 
Sẽ có ⁄ PC'E = ⁄ABC, PB'F z ⁄ACB 
(góc có cạnh tương ứng vuông góc) 

PE=PC*sinC'= rsinB 

œ 

PF = PB'sinB' = qsinC 
=> PE+PF= rsinB+ qsinC 
€» EF= rsinB+ qsinC. 
Hiển nhiên ta có B°C' > EF = rsinB + qsinC ` 
hay xsinA > rsinB + qsinC B 


Từ đó 


Hình 25 
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wmB sim va 3 
>T +ủ Đến đây, tiếp nói như cách Ì 
xim A SA 
A4 Từ ket qua bài toán gut nguyễn Kí liếm \, v, =,P, 4g, r} tạ có 


X+y+z>2(p+tq+r) Đá là bát dáng thức Ecdôfxe 


| Thị dụ 3 


vì. 


Cho tạm giác ABC và x, y, z là các số thức không đồng thời bảng không 
Chứng mình: 2xycosC + 2yZcosA + 2 a1 < xÌ+ y + z 


Lời giải 
Gọi T là một điểm bất kỳ trong miền tam giác ABC, eị ¬ vứy là các vectơ đơn 
(h. 36) 


Đặt các vectơ IA, = G .IX Xe, Ẳ có phương vuông góc với BC 


Đặt các vectơ IB, =e,,IY ve sà Ẳ có phương vuông góc với CÁ 
Đặt các vectơ IC, = ¬ X4 ze\, c có phương vuông góc với AB 
Ta có lx LIY1 Z) >0«<» (xe,tye, + >0 Y 
c>xÌ+ y + zÈ+ 2xycos(e,,e, ) 
+ 2yzZ cos( Ẳ.ĂẮ, ) + 2zxcos( ¬ )>0 
<>»x + y** zẺ- 2xycosC-2yz coxA -2zxcosB>0 (1) 
<>xÌ+y`+Z`> 2xycosC + 2yz cosA + 2zxcosB 
(dpcm) 
Đấu đẳng thức: 
(1) <>x (sin'B+cos°B)+y (sin`A+cos°A)#+Z” 
+ 2xycos(A + B) - 2yzcosA--2zxcosB > 0 Hình 26 
<>xSin'B + x'cos°B + y sin`A + y cos°B + z”+ 
+ 2xy(cosAcosB - sinAsinB) - 2yzcosA - 2zxcosB > 0 
<>(xin`B - 2xysinAsinB+ y°sin'A) + (xÌcos°B + yÌcos?B + z` + 2xycosAcosB 
2yZcosA- 2zxcosB) >0 <+> (xsinB - ysinA)” + (xcosB + ycosA — z)` > 0 


s š sinB-— ysin A =0 2 

Dấu đẳng thức có khi và chỉ khi (*%)| 5y" vn 
xcosB + ycosA - z = 0 @) 

T60 cv 2 thế vo G số xoang 

sin A sinA 
<>xsin(A + B) = zsinA <> xsinC =zsinA 
inB = ysinA 
Do vậy (*) c> x sông Hay x: y: z ginA: sinB: sinC (4) 


xsin€ = zsin A 
) 
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se Lời bình. 


1) Khi \=y=>=Ï ta có cosA + cosB + cosC < ; 
Dầu đẳng thức có khi và chỉ khi sinA: sinB: sinC=l:L:1 < › AABC đều 
2) Trong quá tìm đi tìm chân trị của maxQ, ta thấy rằng giả thiết A, ĐH. C là bạ 
góc của tam giác chỉ để có: cos(A+B)=~cosC. Vì thế ta có kết luận rồng lưm : 
Nếu A, B, C là các số dương thoả mãn A+B+C=kr, thì với V(x, y,z)c R 
luôn có 2xycosC + 2yzcosA + 2zxcosB < x`+ y`+ Z` GŒ) 
Dấu đẳng thức có khi và chỉ khi x : y : z = sinA : sinB : sinC 


3) Với tam giác đặc biệt, nhiều khi người ta ghỉ trực tiếp các giả trị covA =ứ, 
coxB=. coxC=y cho bất đẳng thức (2) hiện liều dưới dạng 


2œxy + 2yz + 2yzx <x`+y +zˆ 
Chẳng hạn: 
Chứng minh k 1 % À C8 Nhã <x`+yˆ°+Zz trong đó x, y. z là nghi*m của 


y £ 
phương trình ax`+ bx” +'cx + a=0 (a #0) 
Bạn cần biết rằng 2 =2cos45°; J3 =2cos30"; — +b + v3 =2cov105“ 
Vậy áp dụng (2) cho AABC với A=45", B=30ˆ với lưu ý vyz=1, kết quả đói một 


cách tự nhiên. 


4) Khi \yz>0 ta có (2)<> S6 seo =... “-#£< sa (2) 
x y z 2yz 2⁄x 2xy 
hay thay v bởi Ly hj b„ z bởi : ta có 
x y z 
xcosA + ycosB + zcosC <}Z ¡ Z% ¡ XY (2”) 
m 2y 2z 


Dấu đẳng thức có khi và chỉ khi x: y: z=sinA: sinB: sinC 


3) Các bát đẳng thức (2). (2). (2”) cho tạ nhận dạng tam giác ABC tết nó 
thoả mãn một trong các bát đẳng thức: 
e2vycosC + 2yzcosA + 2zvcosB >v + y + z” 
cosA  cosB cosC _` x y z 
. tẻ— kẻ 


——=t‡——t- 
x y z ty 2zx 2xy 


® (cøAA + yecosB + zcosC > bé cm + =; 
2x 2y 2z 


Chẳng hụn 
Nhân dạng AABC, nếu nó “3 mãn mới trong các bất đẳng thức sau - 
cosA cosB cosC 
a) t Ú (7) 
3 4 3 *1a 


te 
tờ 


€ 3 

b) cosAtcosBH+ == TP (Ñ) 
d3 v3 

cosA cosB cóc 3 4 S 5 


Câu a). Theo (2`) ta cóc — 
4 S ĐMAN 33A 234 1? 


cœA : cosB ' cosC  Š 
3 4 $S 2 
<>a:h:c=3:4:5Š ‹> XABC vuông tại C 

Câu bị. Theo (2ˆ với *<=y = Í,z= M3 tà có 


Suy ra (7)<+> <>xInA ; sinB - sinC = 3: ‡: S 


l¿ 


coœsA cosBR cọósC  I I v3 SP 
+ + < 4 t = 
Ị l- dạ  3i3 5jAV3 #LÌ đà 
PGS _ 2 : x3 / 
Đo váy (ÑL > coxA +cœB+“°” = ^ c> sinA + sinB: sinC = l - Í :V3 


v3 3 


=> XABC càn tại C và C = |20” 


| Thí du 5 | 
| Cho a, b. c là đỏ đất bà cạnh của một tạm giác, x, y, z là các số thực thoa | 
| mãn x +y +Z= : .- Tìm GTLN của biểu thức : Q= SE OÌN) _ Tp | 
- a C Ì 
Lời giải 
¬—. = _N s : 
bộc chu xế Y7 Bz= y suư+tjÌ+y=x 
á F D) CON Ả CON~. 
Biểu thức Q trở thành Q— TC ¡ S02, 03 
a b € 
b Ð 0 †b 4c 
Theo(2))tacóQ< ` +” + .C =Ẻ = 
2bc 2ca 2ab 2abc 
Dấu đẳng thức có khi và chí khi sinơ : sinj3 : siny=a: b c Œ®) 


Mặt khác trong XABC luôn có : sinA : sinB : sinC = a : b: c (định lý xin). 


Suy ra với (dư =A;: B=B: y=C) <3 (x= 2 A: Y“S B: r5 €) thì (#) được thoả 
a (b tc) 
mắn. Vậy maxQ= ” 2abe 


Thí du 6. 
Cho AABC và x. y. z là các số thực không đồng thời băng không. 
| Chứng minh: x`+ y`+ zÌ+ 2xycos2C + 2yzcos2A + 2zxcos2B > 0 
Lời giải 

Gọi O là tàm đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC, e,.e,.e, là các vectơ đơn 
v. (h.27) 

Đặt các vectơ OA, - c, ,OX - xe, . c, cùng phương với OA 
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Đặt các vectơ OB, =e, .OY - ye,. e. cùng phương với OB 
Đặt các vectơ ỌC, : c..OZ zc,.e, cùng phương với ÓC 
Tacó ÍOX +OY + œ} >0 caœxe, +ye, +, ›>e 


<>xÌ+ y`+ Z)+ 2xycos( ¬¬ }+ 2yz cos( ©..e,)+2zxcos( cu.e,) >0 
‹»x + `+ ¿+ 2xycos2C + 2yz cos2A + 2zxcos2B>(0 (đpcm) (1) 
Dấu đẳng thức: 
() <> x (sin`2B + coœ`2B) + y (sin2A + co=2A) 
+Z+ 2xycoœs(2A + 2B) + 2yzcos2A + 2zxco+2B > 0 
<> xsin` 2B + xÌcoœs` 2B + y sim 2A + yïcos2B 
+7ˆ+ 2xy(cos2Acœ2B - sin2Asin2B) + 2yzcos2A + 2zxco+2B > 0 
<> (x xin' 2B - 2xysin2Asin2B + y in 2A) + (xÌcos`2B + yÌcox 2B + z`) 
+ (2xycœ2Acos2B + 2yzcos2A + 2zxcos?B) > 0 
€> (xsin2B - ysin2A) ` + (xcos2B + ycos2B + z)`> 0 
Dấu dẳng thức có khi và chỉ khi 
xà SP ysin2A =0 @) 
xcos2B + ycos2A +z =0 @®) 
Ta có (4) c2 y= ng „ thế vào (5) có 
sin2A 
xsin2Bcoœs2A _ 
sinD2A  — 
<› xsin(2A + 2B) +zsin2A c+» xsin2C = zsin2A 


xcos2B+ 


xsin2B = ysin2A 
sin2C = zsin2A 
hay x : y : z=sin2A : sin2B : sin2C 


Do vậy S°l 


Hình 27 


s Lời bình. 
1) Khi v=y=z=] ta có cos2A+cos2B + coỐC >—Š 


Dấu đẳng thức có khi và chỉ khi sin2A : sin2B - sin2C=1:l:I c2 AABC đều 


2) Bất đẳng thức €c2vycos2C+2yz cos2A + 2zvcos2B >-{v+ y +) — (2) 
đhíng với V{x, y, z)€Ẩ. 


3) Khi vyz>0, chia về theo vế ta có 
cos2A —_.—=,- È 2 HỆ C- | 2") 


(2)©- 
Y .° 2zx 2xy 
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I I | 
hưu PhaV (ben vat. bại lạ có 
` bộ ⁄# 


: ca C..... 
tôA2Á + veox2l + (2C * | 1 Ù y 


3X 3y 22 


ta ckitng thước cá kÍn và chỉ khi \ïv c=vmm2A: xin - vnu2C 


4Ị Cúc bát đẳng thức (31,13 ),13 7) cho tạ nhân dụng tam giác ABC nến nó thoa 


nu tốt He các bịt đẳng tÍuh 


#2AWCOx2C+2yz cov2At22\cox2S -{v + y + 7”) 
cos2A- cos2R cos2C X M z | 
là + — 4 < { 


† 
2yz 27x 2xy 


X y ⁄ 


8 o2 +ycox23#+=cox2Cs 


VY, 7X XY 
3x 2y 2⁄2 

$j Cha vá, v=bh, s=v Tạ có (2) €>úbainC + besinA + caxitB <p 
trong đó da, b,c là độ đài È cạnh .VVBC, p là nứa chủ ví.) 


Thị dụ 7 
Cho tam aiác ABC. Tìm GTNN của biểu thức 
Q= X3 cos2A+2cos2B+2 v3 cos2C 


Lời giải 
Viết lại Q =2 V3 cos2C + M3 cos2A + 2cos2B 
= 2xycos2C + 2yz cos2A + 2zxcos2B 


nổ |**2 Í° 


2xy= ? 

3 ¬- Nhi 

>‡2yz= v3 «3> |y : 2 |y ý - Theo @): Q3 -(xÌty)#22)= 4 
2x;= 2 = 

“x7 V- l : l 
FÀ + .ˆ=- 
M2 2 

: : tà A=45 

tiểu dẳng thức cớikhisarhitd SA. SBẠP, thác _;Ím- q# 


° Hung ' 
: j  lÊ=m 


Vậy Q =- 4 là GTNN của Q. 
Thí dụ 8ˆ Ñ 
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Lời giải 


Cách Ứ: Viết lại 
G-= M3co2C V3co2A - co2B= 2Aycov2C + 2yz cox2A + 2=o428 


M3 Ầ 


I 
xy = 
° v2 
3 
P2 


2 
v3 Ệ D2 A NGõ 
>|yz 5 C®jŸ'vì Theo (2) tà có Q>-{x +y +z)= s04 
XZz= Ù `. 
F 2 z= J3 
in2 ân m2 A 15 
Dâu đẳng thức có khi và chỉ khi mà ——_ mẽ ›ÌB 60 
: 3 : ụ 
⁄2 ,- J2 €C- 105 


5 
Vậy GTLN của Q là Q= Sẻ. 
(Chú ý sin 2A = sin2l0'= sin(I80'+ 30')=_ sin30'= : ) 
s Chú ý 
Bất đẳng thưức (2) chỉ cho chiếu tìm giá trị nhỏ nhất. Khi gặp bài toán tìm giá trị 


lớn nhất, để áp dụng (2). cần đưa vẻ tìm giá trị nhỏ nhất của biển thức đối cáa Hồ. 


Cách 2. Biến đổi 
Q=v3 (cos2A - cos2C) +cos2B«<>Q= 23sin(A+C)sin(A C)+E- 2sn 1B 


‹›2Q= 43 sinBsin(A- C)+2 -4sin`B 
=2 + 3sin (A-€) - [2sinB + V3 sin(A - C)|` 
5 ` 
>2Q<5‹›Q< An (đpem). Dấu đăng thức có khi 


sin(A- €) =1 HA ằ 
<» 3 
2smB ‡  3sin(A €)=0 sinB = n 


«3 JA=l5:B= 60; C:108"! 
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§5. SỬ DỤNG ĐIỂM RƠI TRONG CÁC BẤT ĐẰNG THỨC 
CÔ-SI VÀ BUNHIACOPSKI 


' Định nghĩa | 
Mộ gia trì cua biện cạn bảng bái đàng thực du ớn gót là dhem tơi của bát chẳng Ị 
LtÍUW da 


Theo định nghĩa đó 


` tố L „ Ị $ ^ s 
Bát đang thức Có: sĩ *Va,ä sa, có duy nhất một điểm rợi 


- 6 _W‹ÈUW.t..c1ag /== 
lũ ă= _... 
" 


- Bắt đang thức Bunhiacopski 


(,X,+cXs+...tdUX Ð € (A ' + ) +..+ủ, J(X 


_T X 
có duy nhất một điểm rơi là s= * (=l,3,..,n) 
ạ 


L Thí du I 


XABC có đặc điểm gì nếu: te? +tig” ki” < (Ú) 


Lời giải 


A B Ể 
Để đơn gián cách viết đất a = tp ,b=tp. ,c=tg.. 
3 E- 2 
® Trước hét tì chứng mình äì + b +c > 3. 
Đầu đẳng đẳng thức có khi và chỉ khi AABC đều. (2) 
33 1x5o Xin ' .: .B_,€ a A 
Phật vậy : Trong mọi tam giác ta có —:+ ` = — 
: Si TH (ND), Xe. 
„B : € 
On. 1. Ị 
-MIV Fíl : [t = ‹ = 
IS ca TU vế 
tạ 2 8 2 tự 3 bà 2 
A, B B.,.€ €©. Ä 
€3 l§S tt) tế đáo +8 (8° =| N8y.äH %Be 4 ca (3) 


Lai có (à£®b+c) =a + b`tc £ 2(ab + bế + cả) 


l š ễ X ` ` 5 
“ „I1 +b)+(b +c)+(c +a)| + 2(ab + bể + cả) 


>ạb + be + ca + 2(1b + bế + ca) = 3(ab + be + ca) =3 
› a+b+c>v3, 


: A B €C 
Đầu đẳng thức có khi a = b= c hay tR2 =ig- =lg<? ^ABC đều. (đpem) 


231 


® Đến đây có các cách trình bày phần tiếp theo của lời giải như sau 


to tính bình đẳng giữa các góc A, B.C trong bất đẳng thức (41 nén ta cự 


: § * l 3 
doan dâu đẳng thức có khỉ AABC đến c^ ad“ = bˆ =c" = ^ 35 là ch. 


"rơi" trong bắt đẳng thức Cô-—xi. Bởi thế ta có lời giải theo 2 cách như xa) 


Cách 1. Cán bằng biển với điểm rơi. 
Đo A,B,C là các góc trong tam giác nên a > 0Ú, b >0, c >0. 
a" 3 `¬-- 
Theo Cõ- sĩ : a”+ : , kC, + : cm. shÌn, =<n3 <3 dh+ — > : (4) 
4T 77 37 1? 07 7 3 27 ‡3v\ 


Dấu đăng thức có khi và chỉ khi a”= 3 #3 a=-e› A=e0' 


27 v3 
S b 5 2 
Tương tư có b°+ ˆ_- > E2 ¡hp kSc 
2? VA 27 quA 
3v 2(a†bkc) 


Công về theo vẽ các kết quả có : a°+b°+c°+— > ~—~ (5) 
: Š 9 33 
Dấu đẳng thức có khi và chỉ khi A = B =€ = 60' 
3. 2v3 8 ] 
Từ (2), (5) suy ra a°+ b°+c°+ — > 23 «>» a°+b°+c"> se 
9 3/3 3.9 9 
l 
Hay aˆ°+ b"+ cˆ> (6) 
z 9 


Dấu đẳng thức có khi và chỉ khi AABC dều 

Bởi có (6) nên (I) c> AABC đều 
Chú ý 

- Nếu trong bất đẩng thức Cô -sĩ có p biển tham gia đánh giá, và kết quả khai 
căn tổng số mũ của các biến bằng k, khi đó ta nói là *cán bảng bạc k cho p biển với 
điểm rơi” 

- Cách I trên đây là "cán bằng bác nhất cho một biến với điểm rơi”. 

- Khi nói đến thuật ngữ “cán bằng biến với điểm rơi" là nói tới dùng điểm rơi 
của bất đẳng thức Cô-si 
Cúch 3: (Cán bằng bậc hai cho hai biến với điểm rơi) 

The bã đẳng thức Cơ d9, Tà Là c1 xe TU - 3 

Theo bất đăng thức Cỏ- sỉ: a°+b + ——+ —+--+ — >6 „ =-úb 

Tã lối ẨC lli 237" 3 


4 2 _ R g. 001 
<> a+b + > ~ ab Dấu đẳng thức có khi và chỉ khi aˆ°= bˆ= 
sj. ở 27 


c» as<be= _ <> AABC dẻu. 


M3 


? 4 2 4 2 
lương tự b+c”+ — > — bc,c tủ ˆ+ È ,-Eủ. 
4# ả Sử Ai 
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Đâu đẳng thức võ khi và chỉ khí VMC đếu 
Công về theo về các kết quả trên có 
M " 
3(0+bftc)+£ — > (ah + bc + cai 
TƯỜNG.) 
&.xÐ ƯƯG : 
c»atbh 4c 1+ > (ah + be 4 ca) (10) 
X¿ 3 
h 3#. Í 
Iheo (2) ab + bế + ca =l, thay vào (10) có tai + + c”) + ð > 


¬ 


‹»antbftc°> : = “g - Dâu đăng thức có khi và chỉ khi VABC đếu. (I1) 


“cu. Š ö 
Bởi có(IÍ) nền (3) < › 3U tong <> \ABC đều 


Chú ý 
Bạn cũng có thể cần bảng bắc hai cho một hiến với điểm rơi sau đó dùng đánh 
giáa +eb +ec >T 


Thí dụ 2. (ĐHQGHN. khơi A. năm học 2001-2002) | 
Cho a, b.c dương thay đối. Chứng mình : 
h " ÍbB)' íc|.a b5 c | 
+ + NI 
| b € a b c aã | 
: 28 giai 
In ni HE hvixs vest ri gan 
+ Đo tính bình đãng của k VỀ có mặt trong bát đăng thức nén ta chư đoán ! 
H € a h 
Èản b : h 
t dâu đăng thức có khí 2 =S =Š u=Es dẫn tái “=` =“ =I Suy ra l là Ì 
' ca b c a h 
+ điểm rơi của bát đẳng tíua Có-vi Đối váy có lời giải cán bằng bác nhất cho } 
+ một biểm với điểm rơi nÏ xa h 
h Äế so .12l {a] a ai: 3a I1 
® Ap dụng BĐT Cö-si ta có | + | + >3- c3» > 
b b b lb mù 2 
Dấu đẳng thức có khí và chỉ khí |^ | sỈ cs a=b 
“Tương tự với các xố còn lau suy ra : 
Ñi bị: lc|' 3a .b5,e€ NHI HÌ cịỊ! 
+ + >:( †—#‡ + + 
b c la #B c a 3!b € q 
3a. ®.,e6. 3 ,ä3 .Đ9%.e© LIÊN. 3 
>~{ 1-#-) =Ệ #`' †?1+_C 1 ¡ ) 
+29  ổể a%A 2 6 4 221.6 6 3 
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„ .f{d ma be 3 
Theo Có-si st : †-1 °) > ị 


2b c sa 2 


a bc kj La 
=« =— €2 
beœea 2 2b 


Dâu đẳng thức có khi và chỉ khi : 


Do vậy 


RÌ) 
+ 
bị c a 


Chú ý. 


| 


| 


dân đẳng thưức có khí a, =!.V da, Suy ra Ú là điểm “rơi” trong bát dàng 


š F ^.-= a © pe TT o- 
Đăng xau các Điển vự= _ %+s=--,;= — là ngắm dn gia thiết v¿v«v:= Í (Cóonxf) 
à 


Thí du 3 
Cho x, y.z là các số thực thoa mãn xy + y⁄ + Zx =5 
Tìm giá trị nhỏ nhật của Q = x'+ yÍ+ Z2— 


to vài trò bình đẳng cưa v. y. > nén ta đục đoán cấm đẳng thức có khí v= 
~A\ =vi=z =5. Swy ra Š là điểm “rơi” trong bát đẳng thức Có sỉ Bế váy có lò 


giới củn bảng bắc hai cho một biến với điểm rơi nẴất xem } 


Theo Cô-si x'+ y`+ 25 + 25 >4 {Á`'y!25.25 = 4.5lxyl > 20xy 


<2 x'+y'!+50>20xy 
x*=y!=25 


Dâu đẳng thức có khi và chỉ khi 
xy>0 


Tương tự y` + z'+ 50 > 20yz, 
z'+ xÌ+ 50 > 20zx 
Cộng theo từng vẽ các bất đẳng thức (I), (2) và (3) ta có: 


2Q + 150 > 20(xy + yz + zx) -> 2Q+150>20.15 <> Q > 300. 


lx y=z-5 
x y-z—-vS 


Đầu đẳng thức có khi và chỉ khi 


Bởi toón 1 
Cho các số thực đương a(Í = l, 2.....k) thoa mãn a, a.... a, = L. 
Chứng mình rằng Vm.neN': m >n tạ có 

ad, tai +. 3a; dc 'r.. Cai 


Lời giải 


2) 


. Vậy MinQ = 300. 


@) 


() 


(Đo tình bình đẳng của các da, (ST, 2,.... k) trong bất đẳng thức nén ta đục đóa 
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thức Co t- Hán vàay có lớn gián cam bame bạc H cho mét bích với Ì nÌn xa) 


®@ ŠApdung bắt đang tuc Có sĩ cho m số trong đó có nô a7, 0m n) xó | tì có 


t" mãit 


Ha” tm TH - mai 3®) 


® Ap dung (3) cho K các số thực ái” (1=12,...k) rồi công tất cả các bát đang 


thúc thú được lạ có na, tà + ta )#Km n) >zm(a +a¿t tai) 
Có) PA” +. tai ) tÑm n) na + 1£. tac J#(m n)(a; £ a.#..td, ) 
Đán đang thức có Khi và chỉ Khi a Ta, (3) 
® Apdune BĐI Có sĩ cho kso a 


(mộ H)Ca/#a ta) cm BỊKN 


=Im nÌk Vụaa.. ,V =0m nÌK 


Đầu đàng thức có Khi và chỉ Khi a,= A11) €1 
® Thấy (Â) vào (3) có : 
HA ta). tai + Km nD >n(áj + a7+..ta))£e(m nÌk 


củ A, tai +. ta a) ta ta, Dâu đẳng thức có khí và chỉ khí a, 1.Va, 
(tđpem) 

Chủ ý ï 
Neu thay | [: =1 hởi 2a, =k >0, kết quá bắt đẳng thức không thay đổi 


Chủ ÿ 2 
pước lu nếu mụn là các số tự nhiền và a, (=1. 2,..., K) là các số thực dương thoả 


8d 0, =1 n % 
mãn | „ ... „ thì a=1.(VEI.....k.) 


+ Có bốn viên bí mà tổng khỏi lượng của từng cập viên bí Ì ' 
t thoa mãn + btc+d+te+f=a +b +ec'td+e`+f=6(dvkl) 3 ;) 


Từ na thưc+tđd+ct[=a th tc td tc`tf =6 trng các vỏ không đời 
tchm Ý TỊ và tong các lưý thưa bạc Ÿ của chỉng bảngt tông cá chứng) suy rà 
=b=c- dđ=e=f=2 Gọi khỏi lượng của các vien bì là x. y.z,1 Từ già thiết 


Suy Tả KtV£ V4/Z741Z(£ÐX=2€»x=y=z=t=l. 
Vậy bón viên bí có khói lượng bàng nhau và bảng T (đvkl) 
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Bòi toứn 2 
Cho k số thực dương a,(i=l, 2,..., k) thoa mãn: a,+ a,+...+a, = k (const) (l) 
Chứng mình với mọi số tự nhiên m, n (m > n) luôn có 


a an LN 
„ ta 1... „ >arta.t...+a, 
a a 


Lư giải 
(Do tính bình đẳng của các a, (ï=†l. „ È) trong bát đàng thức nén te dự đoán 


du đẳng thức có khỉ a, =l.Va, Suy ra Ì là điểm “rơi” trong bất đẳng thec Cỏ-xi 
Bởi váy có lời giải cán bằng bác nhất hai biến với điểm rơi nụ van) 


: "xỉ đỊ cai 6 
theo Cô sỉ: V' +a, ba, P...a,+TEEE..ET >maj Vay" ") = mạ, 
bà) k 2 = Đi Nà TA « 
.. 


m 
! 


a a 
hay +na.+(m-n l)>ma,c› ' >ma, na. (m n l) 
° . 


` a 
ˆ 
àm " 
+? a 
Tương tự „ ma, nà; (m nỈ:... ` >ma, nà, (mén l) 
ah a, 


Công k BĐT thu được ở trên có 


.m m " 


DẾ:) = +..+ + >(m nJ(ayta.+.ta) kím n l) 
chi a 
cà vết +. kx >{a,tas+...+a,H(m-n- l(a, † a,  ...(a,)+kứm n l) (2) 
8, dc qụ ` = “ 
“Thay (TL) vào (2) có 
(2)<>» Bp > Xuc SE >(a,+a.+..+a)+(m n lk kím n l) 
ủy để a; 
HỆ cấy LNG 
c$. \ +...+ ° >(a,tast...ta) (đpcm) 
h) hh HN 
Dâu đẳng thức có khi ` =a,=l Vijc‡1.2,...k} c>a,=ac=...=a= Í 


a 


Chú ý: Kế! gud không thay đổi nén thay thể giả thiết 
d,+ du +.. +d,=k bi da, 0 =l 


Hè quả 


() 
`, ` Tu. PM SN nh liêu 
thì với mọi số tư nhiên m. n (m >n) luôn có: Ô- + — +..+ `. ~ k| | 
H bà hN L8 (t 
h ; š ka ka, 
° (Hướng dân chỉng mình : Đặt b,= —©,b,=———..... bị = 
h € € 


»ã 


Chủ y 
Ta thường pắp những bài toán là trường hợp riếng của hệ quả. Chẳng hạn: 
) Cho x. y, z là các só thực dương thoa x + y + Z=c vàm,n(m >n) là các số 


tự nhìcn Chứng mình —— 3| (Sư dụng hệ qua với với k=Ÿ) 
ĐÀ 
3) Cho các số thức dương x, ý, 2 thoi x£ Vy +z = 2001. 
+ sẽ h X M # sử Xử c vÊT. 2WSu Z6 TP 
Em GTNN của Q= W1 tế Ý cự (Bài 3/293. Toán học& Tuổi trẻ số 29& 
y ⁄Z X 


tháng 4/20031 (Sư dụng hệ qua với với k=Ÿ, m=20)n=ll,c=2(M)1) 
3) Cho các só thực dương x, v, z thoa x + y +2 >1. Chứng mình 


X yh./# 
= tk s, AI 
ỳ` °#" % 


Su dung hệ quá với với k= Ÿ,m =Š,n = 4, c= F) 


Bỏi lon 3 
Cho Á số thực đương a,(1=Í 
luon vỏ : 


„ „+ k). Chứng mình với mọi số tự nhiên m, n 


Lãi giải 
Trường frap Ì: m =n, đẳng thức (1) hiển nhiền đúng 


“ MÔ 0p 
`... 
Trưởng hợp 3: m 3n, đạt m<n tp pcN® Tacó c= , 
" q, 

Thịo Có xi: 
ĐÀ Thy ° _P L HA 

hp, Vy # se AM...“ 
ạ at a ; a 


¬ 


h ` ạ : : 
hay p „ +na) >(n+n)a) c>p '„ >(n+p)at nai 
n q; 
: " 
Dát đáng thức có khi và chỉ khi ` =a) 
L" 


Tướng tư rối công k bắt đăng thức thú được trì có : 


h hà | hung h NĂ.. : 
ĐỊ”, Í 1 Ê l >(n+p\(al+at+...ta]) nà! ta +...tat) 
‹\ 4t ! 
hM Ly f ku2 Xx : 
€» p| ˆ„ 3ˆ, Í«.£ ˆ- | #jtaj tt... ta) 
La LẦN ạ 


13 


¬ ' 
h) a 1 ` . 
Sà h— E ⁄- E..Í!", Safsav...Sal 
h) q, a, 
3= 
AT ai a ¬ TY 
cà TS + CS +. + min hong 04+. 
ay an a 


Dấu đẳng thức có khi và chỉ khi a,=a.=...=a,. 


SN  c I 
Trường hợp Ÿ: m < n, đặt a= : 


b} bị bị 
Theo trường hợp: ' + — +. +!) >b/, ”“+hỉ ”+..+b 
Đnsb b 


bị b> DN I I l 
h ¬- + +...+ 

bo pm b” bạt bì" N 

ah can an 

> “y s „mm mm" HH 
“c3 ' 5 a ` TS N 

\. đi LH 


nh ám ạm 

by cs ` „". " " 
nh anh 8z... ..x.... 
a ay aạ 


Chẳng hạn : Cho a, b, c, đ là các số thực dương luôn có 
Ñ PP .,E sM. J1 sĩ Ị I 
St €C RUN Na 
be d a a b € đ 
(Đó là một trường hợp của bất đẳng thức (#) với m = 2,n = 5, k = 4) 


Thí dụ 7 


: F 33 ` 
Cho các số thực dương x, y. z thoi mãn X + ÿy +Z< . Chứng mình 


Lời giải 


Cách I. Theo Bunhiacopski j9 t4 `x` 1 )>3x+ 3 = l6( : ! 
X ` 


X 
š l l6 x I 7x 
&Š vjx + *—-(> t ) (I) 
x § 3 4x lã 
3 
Theo Có sĩ: b. ! : >3\ _ -Ý' 
3 4x 34x 3 


bà l6/3 7x 
X l5 l5 


Thay (2) vào (TL) có : ¿ 
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: =.. ' AC, 
(i=l,2..... k), sẽ có = W'Ó,Ðc {1....« 


[inrơne tự tà cũng có: Jý 


LIÊN TP” 
Lộ lŠ 1S 


Công theo từng về các bắt cũng chiều trên trì có: 


| l7. 1 sÄ l6J3 7 
Q=JJx 1 #.ly .. #A|⁄ ) B (xty+Z) 
{ \ y ý 15 1Š 3 


Il0J3 7.323 5/3 


x>Q - = (dex<m) 
) ¡5.32 2 Ũ 
Du đang thức trong tất cả các đánh giá trên đồng thời xảy ra khi và chỉ khi 
` I 
ì 4x v3 
: 6€} ÄŒ ì 
3V/3 2 
§‡y1£ 
Cúc h Ð Có giản biến đc lọt đụng đi em điểm rớt ) - Tiếp nổi từ (Ê). 
, : ` KP I * 
Apdune Có: sỉ cho 35 xô nôm 9 số và l6 số , đa có 
6x 
N „ 
I X X Xx I I l X I 
X+ L_ + +.+ + + ,)>25 I 
X U-'ẻ5U k lôx löx lôöx 3 4x 
l 
Ý„! 
(2) 


Đâu đẳng thức trong tất cá các đánh giá trên đồng thời xảy ra khi và chỉ khi 


3 5/3 
‹» = ._ Vậy Q> : (đpem). 
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Lời bình I 
Sư mách bảo nào dân ra 
+ cấp xở (9: 16) để áp dụng bắt đẳng thức Bunhiacopski, 
4 16 x R l 7x 


+ sở l6 và xự biến đổi Ÿ\ + 
x §$ 3 #ã lŠ 
Trở lời 


33 3/3 
T... ©-{\+y+z)>- } 


v. Ề D £t I 
Kinh nghiệm báo tạ xo xánh Q với (\v+y+z) hoặc hoặc 
xiy†‡z xyZ 


® Do tính bình đẳng của v, v, > trong biển thức () cũng nhà trong giả thíết 


=2 dự đoán nu Q dạt được khi x=y=z= = (diêm rơi: của bát đáng thức 


® Với mọi a. beÉ ta có J Lb § +—y| >ax + 
X X 
`... VỆ, b0 gu bổ 2g Sun VÀ l s : 3 ĐÔ 3 
Đâu đăng thức có Khi và chỉ KH =-- <3x =—— Với xe “šŠ* = 
a bx b 2 h 4 


Chọn a = 3, tạ có cập xố (9; 16) trong lời giải trên 
Bát đẳng thức Bunhiacopaki (một cóng cụ tt việt) đưa biểu thức dạng tờ cá 


bình phương thoát khỏi căn thức bậc hai dân tới biểu thức hữu tỉ 3x+ 
x 


® Với Có-xi biếu thức 3x+—- lại có thể so sánh được với x hoặc 
LỘ Lộ 


` 4 X 
ta khai triển 3x + theo — 1 


Để duy trì đúng điểm rơi đã định x = : n 
x 4X 


Đến đây có hai hướng khai triển : 
Hướng 1: Triệt tiêu hạng tử L 
x 
`. 4 Í rZwz-. ng KáY đố sŠc2 suất 
Muốn vậy vem — = 6. # Điều này giải thích xự tiện hữu của xở l6 vé phéh 
x x 


E7 † š Ề 
biến đổi 3x + Š =l6( s + su )- ng Đồng hành với triệt tiêu hạng tử _ là xt 
x 3 4x 3 X 


có mặt của =a Cái khó (điểm xoáy) của bài toán-vldnêu của bát đẳng thứ 


33 vs „I0S242-5551E 3/4 23 k Z 
v+y+z< = không thuận với chiều đánh giá tìm GINN dược tháo sở 


Hướng 2 : Triệt tiêu hạng tử x. 
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| I 3 v3 7 
3% J& Ï ÂN SKC” Phép biến đói sẽ dân tới 
Ỷ ` SA -.- 
Q 943, 2J1 vi Ni „ĐVA 7 (1100 
` 3U x y # Š J0 xiy 17 


)/3 7 33 9j3 7ý\( SVA 
>Q  =lÚP + ¬ 
§ “ñW nii s5 TIẾN. 


¡Ô_ Thidu8 
| Cho các so thức dương x, y, Z thoa mắn x £ ý + z< 2, 
| 


lim G}NN của `... _ h lự' ¡ ä _ { L | 
x\ y ⁄ | 


Lườ giải 
Cách (Sứ chúng điểm rơi của bất đẳng thuíc Bunluacopski) 


: › h L, 
Theo Bunhacopskt: J(§ +9 |» ‡ "" -IỈề : | LIA (l) 
X x 4 9x 4 
Theo Cô xỉ: Ủ+ : 2| xJ - (3) 
4 9x 49x 3 
x 7 
Thày (2) vào (L) có : J*|» ) Ẻ >. 27 W : 
x 


Tương tự ta cũng có : J*{» { x >27 3 
y 


I|s 1 :Ì>a Lệ, 
z 4 


Công các bất đẳng thức cùng. chiều trên ta có 


(rên hy net) 


>327 Si6xy+2>8I 2ˆ ` 
“ử gel Q.1 


Rõ ràng x =y=z= n là điểm rơi chung của tất cả các bất đẳng thức tham gia 


v145 
2 


đánh giá ở trên. Vậy minQ= — 


Cách 3. (Có giản biến đíc lọt hứng đc tơi] 


Ấp dung bất đăng thức Có: sỉ cho 145 số óm 6‡ so 1 và Ñ§l số \ q CÔ 
6 Ix 
E1 “lk: # I 1 l 
4x+ ,= ‡ +... + T7 si 
x I6 16 16| |8lx 8lx tỊx 
.. l “Xa 
~145 4Í XÌ I 115 
L4| 9x Lo 
„== 5 : 5 
› IR D P > vua .— ~ /" Ù : s Ms 
Ý x` lWyamur x` 3/024) 
` 45 
Tương tự ta có Lạy Ũ . > dịa: 
Ỷ y` 32 Ny) 
$ S 
⁄*“ `"... 
z` 3a g2 qui! 
Công theo từng vế ba bất đẳng thức cùng chiều trên ta có 
V145 II AI, II tới va: ý145 
30h [xi 'oay," Ni "` 0S¿] 
vI45 „ V45 V45 - ạ>„Ýn9 
"g ⁄ lu? bia 2 2 
3 


t2 Nx by ta) 
Dấu đẳng thức trong tất cả các bất đẳng thức ở trên có khi và chỉ khi x = y =¿ 
s 
Bởi vậy Q= _ là GTNN của Q. 
Lời bình 2 ' 
Bài toán trình bày đu: bằng phương pháp đánh giá theo bát dân; thứ 


Bunhiacopski thì cũng đánh giá được theo bái đẳng thức | || v2 này n đe 
theo dối cách Ý) 


Cách Ÿ (Toạ độ vectơ]: 
2y; 


Trong mặt phẳng toa độ. xét các vectơ s-|2x ị b= 
x 


Với mọi vectơ a. b, € luôn cóIal4lbl+lcl>la+b+cl hay 
¬.ốẽ.. 

Q>,|4x+y +2) 1 ‡ =1 

R8 W # 
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tan đểmg thức có Khí và chỉ Ki a. bà c củng hương! 


AI IÍ . | TH : I 
Theo Có xiticeQ — BA ty tở) tỆ CC | 9N J(v21 
hủ 71 | vú) 
61 17 : I7 - dIƒ -tấW 
Ẩ6V x2) + + ỳ 32 + ì 3t 
#2 (3yxyzJ (NA sở 1 1 
HA Ẻ s84 F 
> š Đầm đàng thức trong các đánh giá trên đone thớt có Khi và chỉ Khi 
4c. NH su... 
VN / VIVOQ- VÔ HGTNNcbIO 
Ÿ 


ÿPhì đư 9: DHỌC Hà Nói khói DL năm học 3000 3001 ) 
lúa + bị C lá các xo thìnc đương có ab + bệ +ca = abc Chứng mình 


về 34 ve t^h va 3e) -- 
ab he cả | 
Lời giai 
hU Ñ U I 3 
Cách F Viết lu (1ị< ›: Q- !..,‡ Ea 
` ì kẻ b` Wb` c' Ẳc ' 


`Ï 


ị 
Theo Buanhiacopmkitaco (GÌ: 2) 


- ly V4 

“1 TịI,.® I 3 t1! 3 
Ly tt¿S Đua s P1, 3| 
€ v3!h œc € a V3ic ai 
Công theo từng về các hái đăng thức trên tà có: 


Tương tư TM ` 


lít 2> 1lÍI L1. 2 I Lm I 
Q>,ị| ( F z | ‡ + { =3 ‡ ‡ 

vìa bí vtitb c Nó] Œằnw # b. 
V(ab + bệ - cai V3ahc- g5 

b ahc ahc 

ˆ jậ b- € 

Dấu đàng thức có khi và chỉ khí |” : son =b=c=3 
ab ¡be ca abc 


Vy minQ- v3 (đpcm) 
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Lời bình. 


Căn nguyên nào đản ra cặp xố (H: 2 ) để áp dung bát chang thức: Buhie còvkt ` 


Trở lời 
: T. 
© Từ gia thiết ab + bề +ca=abccz> F kề Hà —IẾ) 
hạn 


SA 2/XỐ : b F „ ab thc‡ ca 
Đá là cái địch dân chủng ta so sánh Q với : 5 
abc 
# Do tỉnh bình dâng của a, b,c trong biển thức Q cũng như trong giá thúe 


=> dự duản mắn Q đạt được khí a=b=c=3 (điểm rơi của bắt đăng thuức ) 
2 2 
v2|.p,d/2. 


l 
x† 
a b 


a 


®# Với mọi p, q„€Ñ tạ có ị ta) 


; KG: 2 : ` r 
Dâm đang thức có kÍủ và chỉ khi : = ý khi a=b tu có q=p v2 
pa qb 
Chọn p= l có cập. số (l; M2) trong lời giải trẻn 
Chắc bạn hài lòng với tính t việt của bát đẳng thức Bunliacopxki đã đực hiếu 
thức dạng tông các bình phương thoát khởi cần thức bạc hai 


Cách 2: Xét các vectơ x 1 


a'b bÌc cŒ a 
` - - ¬ - 5 5 T» 
Rõ ràng Q =lxI †lyl+lzÏ và x+y t+z= ba < l 4 I w 
sa b c€c w b c 


`". `... ri, kế Ñ 
a bẹc a bc 
-/[! HS Lca)_ V3abc 
"la b c abc abc : 


Với mọi x, y, Z tacó Ixl†lyl+1ZI>Ix 1y tZ1 hay Q> V3. 


s ` Am * v F b ¬ 
Dấu đẳng thức có khi và chỉ khi x. y. Z cùng hướng ‹ > |” = 
ab + bc | ca aw 


<>a=b=c=3. Vậy minQ= 3 (đpcm) 


Nhận xét. 

Trong các thí dụ đã xét ở trên, các biến đều bình đẳng với nhau dẫn tới chứng có 
cùng một điểm rơi chung. Khi tính bình đẳng bị phá vỡ, các biến không cùng chung 
mội điểm rơi. Việc xác định điểm rơi riêng của từng biến phụ thuộc vào đặc điểm 
riêng của từng bài toán. Các ban theo đõi các thí du sau. 
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Ih¡ du 10 
Clia các số thức a =0, ©0,c - Ðthöi mãn và ab + 2( + b) - ŠS (lì 
9Ị XU 37 11419 
Chu nình Q=a tđa + 6b + c +? củ › 
R 3T c 145 | 
L.ời giải 
Ea co đái tc > đạc,4h +c > dhế, 2(v+b) > th 


Su tự 6á + 0b + TC + -l(ab + ác + bể) = 4[ab + ca + b)] 3) 
o1) suy ra đỊah + cíai £ b)[ > 4[ab + 20+ b)| 20 (3) 
®« Từ (2), (3) suy ra 6à + 6b ` + 2c > 20 (1H 
: E NG HC Ahteg 2 ứ “tt 'ƒ 
án đang thức xay ra khi và chỉ khi ‹» 
ab 42(atb)- 5 ¿ 5 
3V . ỦY pP @ Í £ +@` J 9 
slai đổ `. c+T) =27° + + _. TA (5) 
s1 Lời 64 64 c 64 61 c ` 1o 
".. 
Dâu đang thức xây ra khi và chỉ khi —_....... 
@4 c' 


3à >— 1, Dâu đẳng thức có khi và chỉ khi a = L. (6) 
RE 233 (11419 


J6  ?7 432 


elaicó( l) >0U<»a' 
® Eừ (1), (4). (5) và (6) suy rà Q— 201 


1I419 : 
Vay Q> căn „ dâu đăng thức có khi và chỉ khia =b= l,c= 3 


Lời bình. 
Chác lầu các bạn tư hỏi cơ xở nào giải thích cho lời giải trên 
+ Trước tiên doc >2 =3 ab + c(a+b) =ab+be + ca >*ab + 2(a + b) >ŠS (7) 
+ Trong (7) dâu đẳng thức có khí a =b =1; c = 2. Dự đoán đó là các điểm rơi 
trieng) của a,b, c Cũng vì thể mà có sự viết hiện của (d -l} trong lời giải của bài toán 


» 


_-: ”, co XS vài 2 0E 2xx 
+ ẤM tdng Mặt củu — ý trong (1) và cũng nh trong (.Ÿ) dư tới phải khử nó 
€ 


Điện chó dâm chúng ta đền kỹ thuật cân bảng bác không, hoặc bác nhát của biển ‹ 
với đi) tới 2 của nó 


Ñö răng mí 401C +, 2Ÿ Vm` . Dấu đẳng thức vảy ra khí và chỉ khi 


€ 
; J I 3 . `. l I 
mộ =, c3 m= ~¿-. Để đạt điềm rơi tại c=2 phải có m= -„ =— s. 
s c c 3'` 64 
"'ẻ: ¬. hố. 
Từ đó dân tới tách hạng tử c=2c+——C 
32 32 
Thí dụ II 
Ai NA Xe 9 
Cho các số thực dương x, y. z thoi mãn Xy + y¿ + ZxX = (l) 


Tìm min Q, với Q= xÌ+l4y) + 102) - 4/2y. 
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Lời giải 
: NH3 „ ® : xÌ vã 
Theo Cô: sĩ tì có ái 8z + dxz: „+Ny ;đyx:2(y tz) hy 


Công theo từng về các bắt đăng thức trên ta có :x)+ TÚy + EÔZ”>-I(XV tvz+ ZX) 


® Kết hợp với (E) suy ra x`# IØy +10zÌ>9 C) 
x=dy 4z 2 . ° 
Dầu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi  <>» | 
XylyZlZ%X Yz 
4 = 
F ' == = 
«Lại có 3y`=(V2y) >4 (2y 3haydy” 4 2y > 3 C) 


Đâu đẳng thức có khi và chỉ khi J2y =Ï &$/y= : 


® Cộng theo từng vẻ các bất đẳng thức (2) và (3) ta có 
I0x`+ 4y )+z- 4 (2y >9 3<Ó6, 


¿4 
Đầu dàng thức xảy ra khi và chỉ khi | 
=# 3 
”-2 
Vậy mín Q = 6, đạt được khi l 
` ĐÐG AOESf 


Ị Thí dụ 12. Cho x >0, y >0, xÌ+ y`< 1. Tìm giá trị lớn nhất của QSVx +- {Vy | 
Lời giải 
z= 


Cách l. Với mọi œ > Ú tạ có x`+$ ŠŒ =xÌ+t + tứ + +ứŒ >6 dx Wx . (3 
£-.š f< ‹ HỆ” < 
Tương tự VỊ) > Ö có y`+Š5[} > 6y {3 `. Ta chọn ứ, J sao cho NÃ) =2 ta 
«> t=2Ÿ2œ, Secóy'+ 10Ÿa“ > I3VA* (l) 
Công về theo về các két quả (3) và (4) ta có 
x'+y'+ Sư(I+2Ÿ2)>6fa`QÚx 12W) 

«> 1+5Sư(+22)>6Ÿá`Ýx ¡ 2ýÿ) * 

Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 


: Ÿìi2Ÿ2 


X ll) X l 
XE h 
y` 22a cyly` 22a ‹»|y 


x#y =l (142Ÿ2) —I 


Rˆ H2 


3wmrlx:/y}.|k W3}.{u V2} .Ă. v3} Ít v2} {£ Ÿ3].[t V2} meõ 


Ị 
I 


h , 
I G(VK t 3V 1 : 

hy ớ vào (Ấlcó 6 , VD - sử MW ¡2 jy u 22) 
N° GÝ(11342) 

Vận maxQ a L302) 


Các Ð Ấp dụng BĐT BunhiicotsKt mơ rong cho 6 bộ số không am (môi bọ pom 


|=!fxŸ + ly | lẤU ca lhh c4 


( vx !|Ÿ?} -ýy 
l l H 


mà 


cšlv\ :23Vy]J =( 1y NWI33V3ÿ<(+2392)) svx t2 Jý 4 a L33) 


_Ý 
l 
r f X 
v\x V} 
Địt đang thức xay ra khi và chỉ Khi | † Nh) 
w 1w - Ì y 
Thị du E3 
Chox.v,Z.m.n, p là các số thực không âm thoa mãn : 
m+4inSp.x+y+z=2u(a>() œ„ 1 
In pá trị lớn nhất của biếu thức Q= mXý # nyZ # p2X | 


Lời giải 
Vie Eú(2)> Q= m(XY + 7X) +n(yZ£/X)+(p m H)/X 
=IMX(Y +®Z)#.01⁄(X ty t(p mộ n)ZX 
<> QEX(3a x)tn/(2a Z)#(p m n)2/X (3) 
tt thiết suy ra: 2a x>02á z >0 


Ề : Ủã : 
Ap tung bát đẳng thức ơ|} ‹ “ở lá CÓ : 


ỨiX) Ứ1xIy} 


XỚAI X)<“u,/A -Z]“Sd\`Z<S 
1+ 1 


Suyrid Q< mà + tra + (p m n)a = pÌ 
4K 2u & 


Đất đang thức có khi n 


"” 


ky từ h 


X ⁄# hủ 


ay maxQ = pà”. Đạt được khi và chỉ khi 
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Chẳng hạn với m = 2.n = 3,p=7.a = TÚ tà có 
z 1U 
y- 


Max Q=7.I0`=700. Đạt được khi 


Thí dụ 14 (Học vinh giỏi lớp 10 tỉnh Hà Tĩnh, 2001) 
Cho x, y. z là các số thực thoả mãn x`+ y`+ Z`< I. 
Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức Q = xy + yz + 2zx 


Lời giải 

sv (8+#Ÿ 
ay † 
“ £ XxiZ 

Với Và ¿ 0 tà có Q=ay. +23Zx< 


+X +Z) 


>xQ< 1 px 2n Ổ và (t4 (X`tZ) 


hở 


Ta chọn a Z Ö sao cho. = =l+ L «> a`-2a`-2=0 c+ 
L2 h) 

: l8 - ; vs I3 

Khi đó (1) trở thành Q < š txeyz< } ý 


Đầu đẳng thức có khi và chỉ khi 


a=l+ 3 


1i v3 
› Q-< . 


xIZ# * 
ay= — ": 1ì v3 
a kim 2Ý ST d 
Xx=z ‹c =° c> i ` 
Ũ l LIỆ, I bự 
`, SẾP, Hà đưểu Sơ. ( 3 )y 1+ d3 
_ ( = 
đau ( V3) 3ú ¡ V3) 
X2 
6 ˆ 6 
‹» và 
y | Ỳ 
31 3 đà M3 
vê ( x8 `. 4 
Vậy Max Q= . Chân trị của max được xác định trong (3) 


(-) 


§6. PHƯỚNG PHÁP TÌM GIÁ TRỊ NHỎ NHẤT 
CUA HÃM SỐ Y=MAXIF(X)| 


5 Định lý 
Củ hàm số ý = ĐK, xô xác định trên D =[a. bị R với k là tham số 
Ký biểu M = max,,/(K. x).m = mìm, /(K. x): Ú, là tập giá trị của y= /L. X) 
an với k =1 Đạt L=t/U,. Ta có định lý sau : 
ĐỊNH LÝ — 
Xem hàm xố v= (ffÄ.v) (liền tục trên D tha mãn 2 điên kiến 
ỊM mà 2C (vớiC là hàng số) 
|U s[ €Ẻ:CT] 
thì má trí lớn nhất của y = | f(k.x)Ì trên Ð nhỏ nhất khi và chỉ khi M + m =0 


Chứng mình 


Gới ứ = max,j/Vk, x) . Hiển nhiên nếu tồn tại, thì œ = max }ÍMI. Íml}. 
3 I 
13 /(k. x) liên tục trên D nén tỏn tại x.c Dđể /(x.) = - (M+m) 


Ró ràng M</v)4C)m=/@x) CCnên ÌMI=Í/ftx,)#€ | ImE=lftx C |: 
Ben vậy : 


Neu /x,) > Ú thì |MÌ>Œ >xườ>C (l) 
Neu /(xv„) < Ö thì lim >ŒC) >xườC Ö) 
Nếu /0x„) = 0 thì [MÍ=Iml=CÔ >ư€Œ @) 
Từ (1). C2). C3) suy ra min tồn tại khí và chỉ khi /tx,.)=0 và piá trị mìn œ = C`(4) 


Theo điều kiến (2) của định lý U s[ C: c] nén tôn tại x„ đẻ /(x.,)=0 (5) 
Từ C8. (Š) > giá trị nhỏ nhất của Max, Ì/tk. x)Ì =C) đạt được khi và chỉ khi 
M+m =U (nem). 

Thì du Í 
Tìm ä sáo cho giá trí lớn nhất trên [  l: DỊ của hàm số y=|Í(x)|=| 2x `#x+al| 

1à nho nhật 

L.ñ giải 
L Hoành đọ đỉnh parabol f(x)= 2x +x + alà Xe. c{ 1: lỊ: hệ sổ của x` là 
(<0 Ben vày 
M= mày [(x)= 'Íj] =i+ bu 
" 4 


hị 
M= mnf(x) = mìn[f( lì: ÍCI)}= mn{a 3:a DỊ =a 3 
th 


35 
SuvraM m- E (const) 
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2. Khi a thay đổi. hiển nhiên U \ 


\_ 25 
® Theo định lý ta có min | max f(x )Ì= š đạt được khí M + m - 
1 


Í Thí dụ 2 


25 25 
l6`16 
33 


0c<»xa- — 
16 


Chứng mình giá trị lớn nhất trên [a; bị của hàm số y= lx'+ px+‡ qÌ đạt giá trì 
|_ nhỏ nhất khi và chỉ khi p+a+b=0 


Đặt x=t+ ' 
k ¬ 


Hàm số trở thành: /1)=t +(pta+b)t+ 


mình giá trị lớn nhất trên | 


và chỉ khi p + a + b= Ö 


(ba) 


fq,) f(0) 


Ta có 
ft.) f(0) 
Ifu,)11 tnon|8 


› 
le 


| 


(b 


If(t,)E ‡ If(0)1> 


If(t,)1 1 1f(0)1> 


» lfe.l1+1f(0y1>tP 


If(,)E ( If(0)1 -1f@,)1 ¡ If(0)1 


“Tà có x=a c©>t= 


a) : ba 
P “.. 


Lời giải 


ñ :x.=bc2l.= Địa 


) 


(aibl` atb 
_ + 


¬. =5 của hàm số /W đạt giá trí nho rhất ki 


b 
(pIlaltb) = 


bia) b 
1(niatb) 
ï P 


a} h 

ï I(niatb) ` 

_ nếu piai b>0 (1) 
hN 


nẻu pi at b-(Œ (2) 


(ba 


nếu piatb 0 @) 


Gọi œứ là giá trị nhỏ nhất (nếu có) của max Tí). 
kahz 


Từ (1). (2). (3) suy rà ứ chỉ tốn tại khi p + a + b= 0(khi đó œ = 
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(ban 


- Bài toán dân tớ chứap 


